
EllipticPi

Notations

Traditional name

Complete elliptic integral of the third kind

Traditional notation

PHn È mL
Mathematica StandardForm notation

EllipticPi@n, mD

Primary definition
08.03.02.0001.01

PHn È mL � P n;
Π

2
m

Specific values

Specialized values

For fixed n

08.03.03.0001.01

PHn È 0L �
Π

2 1 - n

08.03.03.0002.01

PHn È 1L � -
¥

sgnHn - 1L
08.03.03.0003.01

PHn È nL �
EHnL
1 - n

For fixed m

08.03.03.0004.01

PH0 È mL � KHmL
08.03.03.0005.01

PH1 È mL � ¥�



Values at infinities

08.03.03.0006.01

PH¥ È mL � 0

08.03.03.0007.01

PH-¥ È mL � 0

08.03.03.0008.01

PHn È ¥L � 0

08.03.03.0009.01

PHn È -¥L � 0

General characteristics

Domain and analyticity

PHn È mL is an analytical function of n and m which is defined over C2.

08.03.04.0001.01Hn * mL �PHn È mL � HC Ä CL �C

Symmetries and periodicities

Mirror symmetry

08.03.04.0002.01

PHn È mL � PHn È mL
Periodicity

The function PHn È mL is not periodic.

Poles and essential singularities

With respect to m

The function PHn È mL does not have poles and essential singularities with respect to m.

08.03.04.0003.01

SingmHPHn È mLL � 8<
With respect to n

The function PHn È mL does not have poles and essential singularities with respect to n.

08.03.04.0004.01

SingnHPHn È mLL � 8<
Branch points

With respect to m

For fixed n, the function PHn È mL has two branch points at m � 1 and m � ¥� .
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08.03.04.0005.01

BPmHPHn È mLL � 81, ¥� <
08.03.04.0006.01

RmHPHn È mL, 1L � 2

08.03.04.0007.01

RmHPHn È mL, ¥� L � 2

With respect to n

For fixed m, the function PHn È mL has two branch points at n � 1 and n � ¥� .

08.03.04.0008.01

BPnHPHn È mLL � 81, ¥� <
08.03.04.0009.01

RnHPHn È mL, 1L � 2

08.03.04.0010.01

RnHPHn È mL, ¥� L � 2

Branch cuts

With respect to n

For fixed generic m, the function PHn È mL is a single-valued function on the n-plane cut along the interval H1, ¥L, where it is

continuous from below.

08.03.04.0011.01

BCnHPHn È mL, nL � 88H1, ¥L, ä<<
08.03.04.0012.01

lim
Ε®+0

PHn + ä Ε È mL �
1

m
 P

n

m
; sin-1I m N 1

m
�; n > 1

08.03.04.0013.01

lim
Ε®+0

PHn + ä Ε È mL � PHn È mL +
Π

1 - n 1 - m

n

�; n > 1

08.03.04.0014.01

lim
Ε®+0

PHn - ä Ε È mL � PHn È mL �; n > 1

With respect to m

For fixed generic n, the function PHn È mL is a single-valued function on the m-plane cut along the interval H1, ¥L, where it is

continuous from below.

For fixed real n > 1, the function PHn È mL is a single-valued function on the m-plane cut along the interval H-¥, 1L. It is
continuous from below along the interval H-¥, 0L and it continuous from above along the interval H0, 1L.

08.03.04.0015.01

BCmHPHn È mL, mL � 88H1, ¥L, ä<<
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08.03.04.0016.01

lim
Ε®+0

PHn È m + ä ΕL � PHn È mL +
2 ä m

m - n
P

n H1 - mL
n - m

1 - m �; m > 1

08.03.04.0017.01

lim
Ε®+0

PHn È m + ä ΕL �
1

m
 P

n

m

1

m
+

ä m

m - n
P

n H1 - mL
n - m

1 - m �; m > 1

08.03.04.0018.01

lim
Ε®+0

PHn È m + ä ΕL � PHn È mL �; n > 1 ß m < 0

08.03.04.0019.01

lim
Ε®+0

PHn È m - ä ΕL � PHn È mL �; m > 1 Þ Hn > 1 ß 0 < m < 1L
08.03.04.0020.01

lim
Ε®+0

PHn È m - ä ΕL �
1

m
 P

n

m

1

m
-

ä m

m - n
P

n H1 - mL
n - m

1 - m �; m > 1

08.03.04.0021.01

lim
Ε®+0

PHn È m - ä ΕL � PHn È mL +
2 ä Π

m

n
- m + n - 1

�; n > 1 ß m < 0

08.03.04.0022.01

lim
Ε®+0

PHn È m + ä ΕL � PHn È mL +
2 ä Π

m

n
- m + n - 1

�; n > 1 ß 0 < m < 1

Series representations

Generalized power series

Expansions at generic point n � n0

For the function itself

08.03.06.0008.01

PHn È mL µ PHn0 È mL +
1

2 Hm - n0L Hn0 - 1L  EHmL -
m - n0

2

n0

PHn0 È mL + KHmL m

n0

- 1 Hn - n0L +

1

8 Hm - n0L2 Hn0 - 1L2 n0
2

 I-EHmL n0 H2 n0 m + m + n0 H2 - 5 n0LL + KHmL IH1 - 4 n0L m2 + 3 n0 H3 n0 - 1L m + n0
2 H2 - 5 n0LM +

PHn0 È mL I3 n0
4 + 2 m H2 - 5 n0L n0 + m2 H4 n0 - 1LMM Hn - n0L2 + ¼ �; Hn ® n0L
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08.03.06.0009.01

PHn È mL µ PHn0 È mL +
1

2 Hm - n0L Hn0 - 1L  EHmL -
m - n0

2

n0

PHn0 È mL + KHmL m

n0

- 1 Hn - n0L +

1

8 Hm - n0L2 Hn0 - 1L2 n0
2

 I-EHmL n0 H2 n0 m + m + n0 H2 - 5 n0LL + KHmL IH1 - 4 n0L m2 + 3 n0 H3 n0 - 1L m + n0
2 H2 - 5 n0LM +

PHn0 È mL I3 n0
4 + 2 m H2 - 5 n0L n0 + m2 H4 n0 - 1LMM Hn - n0L2 + OIHn - n0L3M

08.03.06.0010.01

PHn È mL �
Π

2
â
k=0

¥ J 1

2
N
k

k !
 F1 k +

1

2
; k + 1,

1

2
; k + 1; n0, m Hn - n0Lk

08.03.06.0011.01

PHz È mL � â
k=0

¥ 1

k !
 PHk,0LHn0 È mL Hn - n0Lk

08.03.06.0012.01

PHn È mL µ PHn0 È mL H1 + OHn - n0LL
Expansions on branch cuts

08.03.06.0013.01

PHn È mL µ
argHx - nL

2 Π
 

Π ä

Hx-1L Hx-mL
x

 ã
-ä Π

Π-arg
n-x

x-m
+1 -arg

x-m

x

2 Π
+g Π-argHn-mL

2 Π
w

1 +
Ix2 - mM Hn - xL

2 Hm - xL Hx - 1L x
+

I3 x4 + 2 m H2 - 5 xL x + m2 H4 x - 1LM Hn - xL2

8 Hm - xL2 Hx - 1L2 x2
+ ¼ + P Hx È mL +

Π

4
 F1

3

2
; 2,

1

2
; 2; x, m Hn - xL +

3 Π

16
F1

5

2
; 3,

1

2
; 3; x, m Hn - xL2 + ¼ �; Hn ® xL ß x Î R ß x > 1

08.03.06.0014.01

PHn È mL �
argHx - nL

2 Π
 

Π ä

n - 1 1 - m

n

+
1

2
Π â

k=0

¥ J 1

2
N
k

k !
 F1 k +

1

2
; k + 1,

1

2
; k + 1; x, m Hn - xLk �; x Î R ß x > 1

08.03.06.0015.01

PHn È mL �
Π

2
â
k=0

¥ J 1

2
N
k

k !
 F1 k +

1

2
; k + 1,

1

2
; k + 1; x, m Hn - xLk +

Π ä

Hx-1L Hx-mL
x

 
argHx - nL

2 Π
ã

-ä Π
-arg

n-x

x-m
+1 -arg

x-m

x
+Π

2 Π
+g Π-argHn-mL

2 Π
w

 

â
k=0

¥ â
j=0

k â
i=0

k- j H-1Lk J- 1

2
N

j
J 1

2
N
i

J 1

2
N

-i- j+k

i! H-i - j + kL ! j !
 Hx - 1Li+ j-k x- j Hx - mL-i Hn - xLk �; x Î R ß x > 1
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08.03.06.0016.01

PHn È mL µ PHx È mL H1 + OHn - xLL +
argHx - nL

2 Π

Π ä

Hx-1L Hx-mL
x

 ã
-ä Π

Π-arg
n-x

x-m
+1 -arg

x-m

x

2 Π
+g Π-argHn-mL

2 Π
w H1 + OHn - xLL �;

Hn ® xL ß x Î R ß x > 1

Expansions at n � 0

08.03.06.0017.01

PHn È mL µ KHmL +
Π

4
2F1

3

2
,

1

2
; 2; m n +

3 Π

16
2F1

5

2
,

1

2
; 3; m n2 + ¼ �; Hn ® 0L

08.03.06.0018.01

PHn È mL µ KHmL -
EHmL - KHmL

m
 n -

2 Hm + 1L EHmL - Hm + 2L KHmL
3 m2

 n2 + OIn3M
08.03.06.0019.01

PHn È mL �
1

1 - m
 â
k=0

¥ J n

1-m
Nk

J 1

2
N
k

 KHkL m

m - 1

08.03.06.0004.01

PHn È mL �
Π

2
 â
k=0

¥ nk J 1

2
N
k

k !
 2F1 k +

1

2
,

1

2
; k + 1; m �;  n¤ < 1

08.03.06.0020.01

PHn È mL µ KHmL H1 + OHnLL
Expansions at n � 1

08.03.06.0021.01

PHn È mL µ
Π

2 1 - m

n
1 - n

+
EHmL
m - 1

+ KHmL +

Hm + 1L EHmL + Hm - 1L KHmL
3 Hm - 1L2

 Hn - 1L -
I2 m2 - 7 m - 3M EHmL - Im2 + 2 m - 3M KHmL

15 Hm - 1L3
 Hn - 1L2 + ¼ �; Hn ® 1L

08.03.06.0022.01

PHn È mL µ
Π

2 1 - m  1 - n
 H-1L

1

2
-

arg
n-m

n H1-mL
2 Π

-
argH1-mL

2 Π

 1 -
m

2 H1 - mL  Hn - 1L +
3 m2

8 H1 - mL2
 Hn - 1L2 + ¼ +

EHmL
m - 1

+ KHmL +

Hm + 1L EHmL + Hm - 1L KHmL
3 Hm - 1L2

 Hn - 1L -
I2 m2 - 7 m - 3M EHmL - Im2 + 2 m - 3M KHmL

15 Hm - 1L3
 Hn - 1L2 + ¼ �; Hn ® 1L

08.03.06.0023.01

PHn È mL µ
Π

2 1 - m

n
1 - n

-
m Π

4
 2F1

3

2
,

3

2
; 2; m - 2F1

3

2
,

5

2
; 2; m Hn - 1L + 2F1

3

2
,

7

2
; 2; m  Hn - 1L2 + OIHn - 1L3M
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08.03.06.0024.01

PHn È mL �
Π H-1L

1

2
-

argH1-mL
2 Π

-
arg

n-m

n H1-mL
2 Π

2 1 - m n-m

n H1-mL 1 - n

-
Π m

4
â
k=0

¥ H-1Lk
2F1

3

2
, k +

3

2
; 2; m Hn - 1Lk

08.03.06.0025.01

PHn È mL �
Π

2 1 - m

n
1 - n

-
Π m

4
â
k=0

¥ H-1Lk
2F1

3

2
, k +

3

2
; 2; m Hn - 1Lk

08.03.06.0026.01

PHn È mL µ
Π

2 1 - m

n
1 - n

+
EHmL
m - 1

+ KHmL H1 + OHn - 1LL

Expansions at n � ¥

08.03.06.0027.01

PHn È mL µ
Π

2 -n
 1 +

m + 1

2 n
+

3 m2 + 2 m + 3

8 n2
+ ¼ +

1

4 n
4 HEHmL - KHmLL -

4 Hm + 2L KHmL - 8 Hm + 1L EHmL
3 n

+
4 II8 m2 + 7 m + 8M EHmL - I4 m2 + 3 m + 8M KHmLM

15 n2
+ ¼ �; H n¤ ®

¥L
08.03.06.0028.01

PHn È mL µ
Π

2 -n
 1 +

m + 1

2 n
+

3 m2 + 2 m + 3

8 n2
+ O

1

n3
+

1

4 n
4 HEHmL - KHmLL -

4 Hm + 2L KHmL - 8 Hm + 1L EHmL
3 n

+
4 II8 m2 + 7 m + 8M EHmL - I4 m2 + 3 m + 8M KHmLM

15 n2
+ O

1

n3

08.03.06.0029.01

PHn È mL �
Π

2 -n
â
k=0

¥ J 1

2
N
k

k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k; m n-k -

Π m

4 n
 â
k=0

¥ J 3

2
N
k

mk

Hk + 1L !
2F1

1

2
, k +

3

2
; k + 2; m n-k

08.03.06.0030.01

PHn È mL µ
Π

2 -n
1 + O

1

n
+

EHmL - KHmL
n

1 + O
1

n
�; H n¤ ® ¥L

Expansions at generic point m � m0

For the function itself
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08.03.06.0031.01

PHn È mL µ PHn È m0L +
1

2 Hn - m0L  
1

m0 - 1
 EHm0L + PHn È m0L Hm - m0L +

1

2

1

4 Hm0 - 1L m0 Hm0 - nL  KHm0L +
4 m0

2 - Hn + 2L m0 - n

4 Hm0 - 1L2 m0 Hm0 - nL2
 EHm0L +

3

4 Hm0 - nL2
 PHn È m0L Hm - m0L2 + ¼ �; Hm ® m0L

08.03.06.0032.01

PHn È mL µ PHn È m0L +
1

2 Hn - m0L  
1

m0 - 1
 EHm0L + PHn È m0L Hm - m0L +

1

2

1

4 Hm0 - 1L m0 Hm0 - nL  KHm0L +
4 m0

2 - Hn + 2L m0 - n

4 Hm0 - 1L2 m0 Hm0 - nL2
 EHm0L +

3

4 Hm0 - nL2
 PHn È m0L Hm - m0L2 + OIHm - m0L3M

08.03.06.0033.01

PHn È mL �
Π

2
â
k=0

¥ J 1

2
N
k

2

Hk !L2
 F1 k +

1

2
; 1, k +

1

2
; k + 1; n, m0 Hm - m0Lk

08.03.06.0034.01

PHz È mL � â
k=0

¥ 1

k !
 PH0,kLHn È m0L Hm - m0Lk

08.03.06.0035.01

PHn È mL µ PHn È m0L H1 + OHm - m0LL
Expansions on branch cuts

08.03.06.0036.01

PHn È mL �
1

x
 â
j=0

¥ â
k=0

¥ J 1

2
N

j+k
x- j

j ! k ! H2 j + 2 k + 1L F1 j + k +
1

2
; 1,

1

2
; j + k +

3

2
;

n

x
,

1

x
Hm - xL j +

ã
-ä Π g argHx-mL

2 Π
w

ä x - 1

Hn - 1L x
 â
j=0

¥ â
k=0

¥ H-1L j Jk + 1

2
N

j
J 1

2
N
k

j ! k !
 x- j-k F1

1

2
; k + 1, 1;

3

2
; 1 -

1

x
,

n Hx - 1L
Hn - 1L x

Hm - xL j �; x Î R ß x > 1

08.03.06.0037.01

PHn È mL µ
1

x
 â
k=0

¥ J 1

2
N
k

k ! H2 k + 1L  F1 k +
1

2
; 1,

1

2
; k +

3

2
;

n

x
,

1

x
+

ã
-ä Π g argHx-mL

2 Π
w

ä x - 1

Hn - 1L x
 â
k=0

¥ J 1

2
N
k

x-k

k !
 F1

1

2
; k + 1, 1;

3

2
; 1 -

1

x
,

n Hx - 1L
Hn - 1L x

H1 + OHm - xLL �; Hm ® xL ß x Î R ß x > 1

Expansions at m � 0

08.03.06.0038.01

PHn È mL µ
Π

2 1 - n
-

Π

4 1 - n n
 I 1 - n - 1N m -

3 Π

32 n2
n -

2

1 - n
+ 2 m2 + ¼ �; Hm ® 0L
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08.03.06.0039.01

PHn È mL µ
Π

2 1 - n
-

Π

4 1 - n n
 I 1 - n - 1N m -

3 Π

32 n2
n -

2

1 - n
+ 2 m2 + OIm3M

08.03.06.0040.01

PHn È mL �
1

2
Π â

k=0

¥ J 1

2
N
k

2

Hk !L2

n-k k !

1 - n J 1

2
N
k

-
2 k

n
 â
j=0

k-1 H1 - kL j

J 3

2
N

j

 1 -
1

n

j

mk �;  m¤ < 1

08.03.06.0005.01

PHn È mL �
Π

2
 â
k=0

¥ J 1

2
N
k

2

Hk !L2
 2F1 1, k +

1

2
; k + 1; n  mk �;  m¤ < 1

08.03.06.0041.01

PHn È mL µ
Π

2 1 - n
H1 + OHmLL

Expansions at m � 1

08.03.06.0042.01

PHn È mL µ

1

2
-

logH1 - mL
1 - n

 1 +
Hn + 1L Hm - 1L

4 Hn - 1L -
3 In2 - 6 n - 3M Hm - 1L2

64 Hn - 1L2
+ ¼ +

n JlogI n + 1N - logI1 - n NN - 4 logH2L
n - 1

-

J2 n logH2L + 2 logH2L + n JlogI1 - n N - logI n + 1NN - 1N Hm - 1L
2 Hn - 1L2

+
1

64 Hn - 1L3
 

J-5 n2 + 12 n + 24 JlogI n + 1N - logI1 - n NN n + 12 HHn - 6L n - 3L logH2L + 21N Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L
08.03.06.0043.01

PHn È mL �

1

2
-logH1 - mL â

k=0

¥ H1 - mLk J 1

2
N
k

2

Hk !L2
 2F1 1, k +

1

2
;

1

2
; n + â

k=0

¥ H1 - mLk J 1

2
N
k

2

Hk !L2
 2 ΨHk + 1L - Ψ k +

1

2
 2F1 1, k +

1

2
;

1

2
; n -

â
k=0

¥ H1 - mLk J 1

2
N
k

2

Hk !L2
 â
j=0

¥ Jk + 1

2
N

j
ΨJk + j + 1

2
N n j

J 1

2
N

j

�;  m - 1¤ < 1
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08.03.06.0044.01

PHn È mL �
1

2
â
k=0

¥ H1 - mLk J 1

2
N
k

2

Hk !L2
 â
j=0

¥ Jk + 1

2
N

j
J2 ΨHk + 1L - ΨJk + 1

2
N - ΨJk + j + 1

2
NN n j

J 1

2
N

j

-

logH1 - mL â
j=0

¥ H1 - mL j J 1

2
N

j

2

H j !L2
2F1 1, j +

1

2
;

1

2
; n �;  m - 1¤ < 1

08.03.06.0045.01

PHn È mL µ
logH1 - mL
2 Hn - 1L  H1 + OHm - 1LL +

n JlogI n + 1N - logI1 - n NN - 4 logH2L
2 Hn - 1L  H1 + OHm - 1LL

Expansions at m � ¥

08.03.06.0046.01

PHn È mL µ
logH-mL
2 -m

 1 +
2 n + 1

4 m
+

3 I8 n2 + 4 n + 3M
64 m2

+ ¼ +

1

2 -m
 4 logH2L +

2 logH2L + n H4 logH2L - 1L - 1

2 m
-

28 n2 + 26 n - 12 I8 n2 + 4 n + 3M logH2L + 21

64 m2
+ ¼ +

n sin-1I n N
1 - n -m

1 +
n

2 m
+

3 n2

8 m2
+ ¼ �; H m¤ ® ¥L

08.03.06.0047.01

PHn È mL µ
logH-mL
2 -m

 1 +
2 n + 1

4 m
+

3 I8 n2 + 4 n + 3M
64 m2

+ O
1

m3
+

1

2 -m
 4 logH2L +

2 logH2L + n H4 logH2L - 1L - 1

2 m
-

28 n2 + 26 n - 12 I8 n2 + 4 n + 3M logH2L + 21

64 m2
+ O

1

m3
+

n sin-1I n N
1 - n -m

1 +
n

2 m
+

3 n2

8 m2
+ O

1

m3

08.03.06.0048.01

PHn È mL �
n sin-1I n N
1 - n -m

â
k=0

¥ nk J 1

2
N
k

k !
 m-k +

logH-mL
2 -m

â
k=0

¥ J 1

2
N
k

2

Hk !L2
2F1 1, -k;

1

2
- k; n m-k +

1

2 -m
 logH16L + â

k=1

¥ J 1

2
N
k

2
m-k

k !
 

H-nLk

J 1

2
- kN

k

 logH16L - â
i=0

k-1 2

i + k
+

1

k
+ â

j=0

k-1 H-nL j

J 1

2
- kN

j
Hk - jL !

logH16L - â
i=0

- j+k-1 2

i - j + k
- â

i=0

k-1 2

i + k
+

1

k - j
+

1

k

http://functions.wolfram.com 10



08.03.06.0049.01

PHn È mL �
n sin-1I n N
1 - n -m

â
k=0

¥ nk J 1

2
N
k

k !
 m-k +

logH-mL
2 -m

â
k=0

¥ J 1

2
N
k

2

Hk !L2
2F1 1, -k;

1

2
- k; n m-k +

1

2 -m
 â
k=0

¥ J 1

2
N
k

2
m-k

k !
â
j=0

k H-nL j J-ΨJ j - k + 1

2
N + ΨHk + 1L - ΨJk + 1

2
N + ΨH- j + k + 1LN

J 1

2
- kN

j
Hk - jL !

08.03.06.0050.01

PHn È mL µ
logH-16 mL

2 -m
 1 + O

1

m
+

n sin-1I n N
1 - n -m

 1 + O
1

m

Expansions at 8m, n< � 80, 0<
08.03.06.0001.02

PHn È mL µ
Π

2
1 +

m

4
+

9 m2

64
+

25 m3

256
+

n

2
+

3 m n

16
+

15 m2 n

128
+

3 n2

8
+

5 m n2

32
+

5 n3

16
+ ¼ �; Hm ® 0L ß Hn ® 0L

08.03.06.0002.01

PHn È mL �
Π

2
â
k=0

¥ â
j=0

k H2 kL ! H2 jL ! m j nk- j

4k 4 j k !2 j !2
�;  m¤ < 1 ß  n¤ < 1

08.03.06.0003.01

PHn È mL �
Π

2
 F1 ´ 0 ´ 0

1 ´ 1 ´ 1
1

2
; 1

2
; 1;

1;;;
 m, n

Residue representations

08.03.06.0006.01

PHn È mL �
1

2
 â
k=0

¥ â
j=0

¥

ress,t

GJ 1

2
- s - tN GHsL GH1 - sL GHtL GJ 1

2
- tN

GH1 - s - tL H-nL-s H-m L-t  H- j, -kL

Other series representations

08.03.06.0007.01

PHn È mL �
n

Hm - nL Hn - 1L KHmL 2 ä Π

KHmL â
k=1

¥ qHmLk

1 - qHmL2 k
 sin

k Π

KHmL  sn-1
n

m
m +

Hm - nL Hn - 1L
n

�;
-1 £ n £ 1 ß -1 £ m £ 1

Integral representations

On the real axis

Of the direct function

http://functions.wolfram.com 11



08.03.07.0001.01

PHn È mL � à
0

Π

2 1

I1 - n sin2HtLM 1 - m sin2HtL
 â t

08.03.07.0002.01

PHn È mL � à
0

1 1

I1 - n t2M 1 - t2 1 - m t2

 â t

08.03.07.0005.01

PHn È mL �
1

2
à

0

1 1

t H1 - n tL 1 - t 1 - m t
 â t

08.03.07.0003.01

PHn È mL � à
0

KHmL 1

1 - n snHt È mL2
 â t

Contour integral representations

08.03.07.0004.01

PHn È mL �
1

2 H2 Π äL2
à

L*
à

L

GJ 1

2
- s - tN GHsL GH1 - sL GHtL GJ 1

2
- tN

GH1 - s - tL H-nL-s H-mL-t  â s â t

Differential equations

Ordinary linear differential equations and wronskians

For the direct function itself

With respect to n

08.03.13.0002.01

2 Hn - 1L Hm - nL n
¶3 wHnL

¶n3
+ I-13 n2 + 8 m n + 8 n - 3 mM ¶2 wHnL

¶n2
+ 4 Hm - 4 n + 1L ¶wHnL

¶n
- 2 wHnL � 0 �; wHnL � PHn È mL

With respect to m

08.03.13.0001.01

8 Hm - 1L m Hm - nL ¶3 wHmL
¶m3

+ 4 I11 m2 - 6 n m - 7 m + 2 nM ¶2 wHmL
¶m2

+ 6 H7 m - n - 2L ¶wHmL
¶m

+ 3 wHmL � 0 �; wHmL � PHn È mL

Identities

Functional identities

08.03.17.0001.01

PHn È mL �
1

H1 - nL 1 - m
 P

n

n - 1

m

m - 1
�;  argH1 - mL¤ < Π ì  argH1 - nL¤ < Π

http://functions.wolfram.com 12



08.03.17.0002.01

PHn È mL �
Π

2 1 - n 1 - m

n

1 -
1

1 - n
1 - n +

1

1 - n
 

1

1 - m
P

n

n - 1

m

m - 1
- 1 -

1

1 - m
1 - m  

ä m

m - n
 P

n H1 - mL
n - m

1 - m

08.03.17.0003.01

PHn È mL � KHmL - P
m

n
m +

ä Π

2 m

n
- m + n - 1

�; H0 < n < 1 ß 0 < m < 1L ê H0 < n < 1 ì 0 < argHmL £ ΠL

08.03.17.0004.01

PHn È mL � KHmL - P
m

n
m -

ä Π

2 m

n
- m + n - 1

�; H0 < n < 1 ß m > 1L Þ H0 < n < 1 ß ImHmL < 0L

Differentiation

Low-order differentiation

With respect to n

08.03.20.0001.01

¶PHn È mL
¶n

�
1

2 Hm - nL Hn - 1L  EHmL +
m - n

n
 KHmL +

n2 - m

n
 PHn È mL

08.03.20.0002.01

¶2 PHn È mL
¶n2

�
H5 n - 2L n + m H1 - 4 nL

4 Hm - nL Hn - 1L2 n2
KHmL -

m H2 n + 1L + n H2 - 5 nL
4 Hm - nL2 Hn - 1L2 n

 EHmL +
3 n4 + 2 m H2 - 5 nL n + H4 n - 1L m2

4 Hm - nL2 Hn - 1L2 n2
PHn È mL

With respect to m

08.03.20.0003.01

¶PHn È mL
¶m

�
1

2 Hn - mL  
EHmL
m - 1

+ PHn È mL
08.03.20.0004.01

¶2 PHn È mL
¶m2

�
4 m2 - Hn + 2L m - n

4 Hm - 1L2 m Hm - nL2
 EHmL +

1

4 Hm - 1L m Hm - nL  KHmL +
3

4 Hm - nL2
PHn; z È mL

Symbolic differentiation 

With respect to n

08.03.20.0005.02

¶p PHn È mL
¶np

�

Π J 1

2
N

p

2
â
k=0

¥ nk Jp + 1

2
N
k

k !
2F1 k + p +

1

2
,

1

2
; k + p + 1; m �; p Î N

http://functions.wolfram.com 13



08.03.20.0011.01

¶p PHn È mL
¶np

�

Π J 1

2
N

p

2
F1 p +

1

2
; p + 1,

1

2
; p + 1; n, m �; p Î N

With respect to m

08.03.20.0006.02

¶p PHn È mL
¶mp

�

Π J 1

2
N

p

2

2
â
k=0

¥ mk Jp + 1

2
N
k

2

k ! Hk + pL !
2F1 1, k + p +

1

2
; k + p + 1; n �; p Î N

08.03.20.0012.01

¶p PHn È mL
¶mp

�
Π J 1

2
N

p

2

2 p!
F1 p +

1

2
; 1, p +

1

2
; p + 1; n, m �; p Î N

Fractional integro-differentiation

With respect to n

08.03.20.0007.01

¶Α PHn È mL
¶nΑ

�
Π n-Α

2
 F
�

1 ´ 0 ´ 1
1 ´ 1 ´ 2

1

2
; 1

2
; 1, 1;

1;; 1 - Α;
 m, n

08.03.20.0008.01

¶Α PHn È mL
¶nΑ

�
Π n-Α

2
â
k=0

¥ nk GJk + 1

2
N

GHk - Α + 1L  2F1 k +
1

2
,

1

2
; k + 1; m

With respect to m

08.03.20.0009.01

¶Α PHn È mL
¶mΑ

�
Π m-Α

2
F
�

1 ´ 1 ´ 0
1 ´ 2 ´ 1

1

2
; 1

2
, 1; 1;

1; 1 - Α; ;
 m, n

08.03.20.0010.01

¶Α PHn È mL
¶mΑ

�
m-Α

2
â
k=0

¥ mk GJk + 1

2
N2

GHk - Α + 1L k !
 2F1 1, k +

1

2
; k + 1; n

Integration

Indefinite integration

Involving only one direct function with respect to n

08.03.21.0001.01

à PHn È mL â n �
Π n

2
â
k=0

¥ nk GJk + 1

2
N

Hk + 1L !
 2F1 k +

1

2
,

1

2
; k + 1; m

http://functions.wolfram.com 14



08.03.21.0002.01

à PHn È mL â n �
Π n

2
 F1 ´ 1 ´ 0

1 ´ 2 ´ 1
1

2
; 1

2
, 1; 1;

1;; 2;
 m, n

Involving only one direct function with respect to m

08.03.21.0003.01

à PHn È mL â m � 2 HEHmL - KHmL + Hm - nL PHn È mLL
Involving one direct function and elementary functions with respect  to m

Involving power function

08.03.21.0004.01

à m PIn É m2M â m � EIm2M - KIm2M + Im2 - nM PIn É m2M

Representations through more general functions

Through hypergeometric functions of two variables

08.03.26.0006.01

PHn È mL �
Π

2
F1

1

2
; 1,

1

2
; 1; n, m

08.03.26.0001.01

PHn È mL �
Π

2
F1 ´ 0 ´ 0

1 ´ 1 ´ 1
1

2
; 1; 1

2
;

1;;;
 n, m

Through Meijer G

Classical cases

08.03.26.0002.01

P 1 -
1

z
1 -

1

z
�

z + 1

2
K 1 -

1

z
-

1

4 Π
 K 1 -

1

z
G2,2

2,2 z
1

2
, 3

2

0, 1
+ E 1 -

1

z
G2,2

2,2 z
3

2
, 3

2

1, 1
�; z Ï H-¥, -1L

Through other functions

Involving incomplete elliptic integrals

08.03.26.0003.01

PHn È mL � P n;
Π

2
m

08.03.26.0004.01

PHn È mL �
1

m
 P

n

m
; sin-1I m N 1

m

Involving some hypergeometric-type functions
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08.03.26.0005.01

PHn È mL �
Π

2
F1

1

2
;

1

2
, 1; 1; m, n

Representations through equivalent functions

With related functions

08.03.27.0001.01

PHn È mL � KHmL -
tanHΦL
1 - n

HEHmL FHΦ È mL - KHmL EHΦ È mLL �; Φ � sin-1
n

m
í 0 < n < 1 í 0 < m < 1

History

– A. M. Legendre (1811)
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