
JacobiZeta

Notations

Traditional name

Jacobi zeta function

Traditional notation

ZHz È mL
Mathematica StandardForm notation

JacobiZeta@z, mD

Primary definition
08.07.02.0001.01

ZHz È mL � EHz È mL -
EHmL
KHmL  FHz È mL

Specific values

Specialized values

For fixed z

08.07.03.0001.01

ZHz È 0L � 0

08.07.03.0002.01

ZHz È 1L � sinHzL �;  ReHzL¤ £
Π

2

For fixed m

08.07.03.0003.01

ZH0 È mL � 0

08.07.03.0004.01

Z
Π

2
m � 0

08.07.03.0005.01

Z
k Π

2
m � 0 �; k Î Z



08.07.03.0008.01

ZJcsc-1I m N Ë mN �
Π 1 - m - 1

m

m

1-m

2 KHmL
Values at infinities

08.07.03.0006.01

ZHz È ¥L � ¥�

08.07.03.0007.01

ZHz È -¥L � ¥�

General characteristics

Domain and analyticity

ZHz È mL is an analytical function of z and m which is defined over C2.

08.07.04.0001.01Hz * mL �ZHz È mL � HC Ä CL �C

Symmetries and periodicities

Parity

ZHz È mL is an odd function with respect to z.

08.07.04.0002.01

EH-z È mL � -EHz È mL
Mirror symmetry

08.07.04.0003.01

ZHz� È mL � ZHz È mL
Periodicity

ZHz È mL is a periodic function with respect to z with period Π .

08.07.04.0010.01

ZHz + Π È mL � ZHz È mL
08.07.04.0004.01

ZHz + Π k È mL � ZHz È mL �; k Î Z

08.07.04.0011.01

ZHx + ä y È mL � Z Π frac
x

Π
+ ä y m �; x Î R ì y Î R

Poles and essential singularities

With respect to z

The function ZHz È mL does not have poles and essential singularities with respect to z.
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08.07.04.0005.01

SingzHZHz È mLL � 8<
With respect to m

The function ZHz È mL does not have poles and essential singularities with respect to m.

08.07.04.0006.01

SingmHZHz È mLL � 8<
Branch points

With respect to z

For fixed m, the function ZHz È mL has an infinite number of branch points at z � ±sin-1K 1

m
O + 2 Π k �; k Î Z and z � ¥� .

08.07.04.0007.01

BPaHZHz È mLL � ::sin-1
1

m
+ 2 Π k �; k Î Z>, :-sin-1

1

m
+ 2 Π k �; k Î Z>, ¥� >

08.07.04.0008.01

Rz ZHz È mL, sin-1
1

m
+ 2 Π k � 2 �; k Î Z

08.07.04.0009.01

Rz ZHz È mL, -sin-1
1

m
+ 2 Π k � 2 �; k Î Z

Branch cuts

Branch cut locations: complicated

Series representations

Generalized power series

Expansions at generic point z � z0

For the function itself
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08.07.06.0008.01

ZHz È mL µ ZHz0 È mL + 1 - m sin2Hz0L -
EHmL

KHmL 1 - m sin2Hz0L Hz - z0L +

1

4
Hm sinH2 z0LL -

EHmL
KHmL I1 - m sin2Hz0LM3�2 -

1

1 - m sin2Hz0L Hz - z0L2 +

Im IH4 Hm - 2L cosH2 z0L + m HcosH4 z0L - 5LL EHmL + 8 KHmL Im sin2Hz0L - 1M Im sin4Hz0L - sin2Hz0L + cos2Hz0LMM M �
K48 I1 - m sin2Hz0LM5�2

KHmLO Hz - z0L3 -

m sinH2 z0L
48 I1 - m sin2Hz0LM7�2

KHmL  IKHmL Im sin2Hz0L - 1M I-3 m cos2Hz0L + m sin2Hz0L Im sin2Hz0L - 5M + 4M +

EHmL Im I5 m sin4Hz0L + I6 m cos2Hz0L - 1M sin2Hz0L + 9 cos2Hz0LM - 4MM Hz - z0L4 -

m

120 I1 - m sin2Hz0LM9�2
KHmL KKHmL Im sin2Hz0L - 1M K-3 m I4 m sin2Hz0L + 1M cos4Hz0L -

2 Im sin2Hz0L - 1M I7 m sin2Hz0L + 2M cos2Hz0L - 4 sin2Hz0L + m sin4Hz0L Im sin2Hz0L - 3M2O +

EHmL K3 m I8 m Im sin2Hz0L + 3M sin2Hz0L + 3M cos4Hz0L + 2 Im sin2Hz0L - 1M Im sin2Hz0L + 2M I14 m sin2Hz0L + 1M cos2Hz0L +

sin2Hz0L Im sin2Hz0L - 1M2 I5 m sin2Hz0L + 4MOO Hz - z0L5 + ¼ �; Hz ® z0L
08.07.06.0009.01

ZHz È mL � ZHz0 È mL + 1 - m sin2Hz0L -
EHmL

KHmL 1 - m sin2Hz0L Hz - z0L +

â
k=2

¥
äk-1 k - 3

2

k - 1

k !
â
q=1

k-1 H-1Lq k - 1
q

I1 - m sin2Hz0LMq
 

EHmL H1 - 2 kL
KHmL H2 q + 1L 1 - m sin2Hz0L +

1 - m sin2Hz0L
1 - 2 q

â
j=0

q
q

j
m j H2 - mLq- j 2- j+k-q-1 â

i=0

j
j

i
H2 i - jLk-1 ã2 H2 i- jL ä z0 Hz - z0Lk

08.07.06.0010.01

ZHz È mL �

ZHz0 È mL + â
k=1

¥ 1

k !
 â
j=1

k 1

j !
 â
q=0

j-1
j

q â
p=0

j-q H-1Lq 2q- j sinqHz0L H- j + q + 2 pLk ã-
1

2
ä IΠ H j+k-q-2 pL+2 H- j+q+2 pL z0M j - q

p â
i=0

j-1 H1 - jL2 H j-iL-2

â
s=0

i i

s

1

2 s

mi-s cos-2 s-1Hz0L I1 - m sin2Hz0LMs-i

H j - i - 1L ! H2 sinHz0LL-2 i+ j-1

-
1

2 i-s
1 - m sin2Hz0L -

J 1

2
N
i-s

KHmL 1 - m sin2Hz0L  EHmL  Hz - z0Lk
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08.07.20.0006.01

¶n ZHz È mL
¶zn

�

1

Π
 G n -

1

2
â
k=0

n-1 H-1Lk I1 - m sin2HzLM 1

2
-k

k ! Hn - k - 1L !
 

1

1 - 2 k
-

EHmL H2 n - 1L
KHmL I1 - m sin2HzLM H2 k + 1L

¶n-1 I1 - m sin2HzLMk

¶zn-1
�; n Î N+

08.07.06.0011.01

ZHz È mL � â
k=0

¥ 1

k !
 ZHk,0LHz0 È mL Hz - z0Lk

08.07.06.0012.01

ZHz È mL µ ZHz0 È mL H1 + OHz - z0LL
Expansions on branch cuts

Formulas on real axis for real m

For m > 1, csc-1I m M + Π u < x < ΠIu + 1
2

M �; u Î Z 

08.07.06.0013.01

ZHz È mL µ Z Hx È mL ã
-Π ä g argHx-zL

2 Π
w

+ 1 - ã
-Π ä g argHx-zL

2 Π
w

ZJcsc-1I m N Ë mN -

ã
-Π ä g argHx-zL

2 Π
w 2 EHmL + H-cosH2 xL m + m - 2L KHmL

2 KHmL 1 - m sin2HxL
 Hz - xL +

m H2 EHmL + HcosH2 xL m - m + 2L KHmLL sinH2 xL
8 KHmL I1 - m sin2HxLM3�2  Hz - xL2 + ¼ �;

Hz ® xL í x Î R í m Î R í m > 1 í Π u + csc-1I m N < x < Π u +
Π

2
í u Î Z

08.07.06.0014.01

ZHz È mL � ã
-Π ä g argHx-zL

2 Π
w

ZHx È mL + 1 - ã
-Π ä g argHx-zL

2 Π
w

ZJcsc-1I m N Ë mN +

ã
-Π ä g argHx-zL

2 Π
w â

k=1

¥ 1

k !
 â
j=1

k 1

j !
 â
q=0

j-1
j

q â
p=0

j-q H-1Lq 2q- j sinqHxL H- j + q + 2 pLk ã-
1

2
ä HΠ H j+k-q-2 pL+2 H- j+q+2 pL xL

j - q

p â
i=0

j-1 H1 - jL2 H j-iL-2 â
s=0

i i

s

1

2 s

mi-s cos-2 s-1HxL I1 - m sin2HxLMs-i

H j - i - 1L ! H2 sinHxLL-2 i+ j-1

-
1

2 i-s
1 - m sin2HxL -

J 1

2
N
i-s

KHmL 1 - m sin2HxL
 EHmL  Hz - xLk �;

x Î R í m Î R í m > 1 í Π u + csc-1I m N < x < Π u +
Π

2
í

u Î

Z
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08.07.06.0015.01

ZHz È mL µ ZHx È mL ã
-Π ä g argHx-zL

2 Π
w

+ 1 - ã
-Π ä g argHx-zL

2 Π
w

ZJcsc-1I m N Ë mN  H1 + OHz - xLL �;
Hz ® xL í x Î R í m Î R í m > 1 í Π u + csc-1I m N < x < Π u +

Π

2
í u Î Z

For m > 1, ΠIu + 1
2

M < x < ΠHu + 1L - csc-1I m M �; u Î Z 

08.07.06.0016.01

ZHz È mL � ã
-Π ä g argHz-xL

2 Π
w

ZHx È mL - ZJcsc-1I m N Ë mN 1 - ã
-Π ä g argHz-xL

2 Π
w

- ã
-Π ä g argHz-xL

2 Π
w

2 EHmL + H-cosH2 z0L m + m - 2L KHmL
2 KHmL 1 - m sin2Hz0L  Hz - xL +

m H2 EHmL + HcosH2 z0L m - m + 2L KHmLL sinH2 z0L
8 KHmL I1 - m sin2Hz0LM3�2  Hz - xL2 + ¼ �;

Hz ® xL í x Î R í m Î R í m > 1 í Π u +
Π

2
< x < Π Hu + 1L - csc-1I m N í u Î Z

08.07.06.0017.01

ZHz È mL � ã
-Π ä g argHz-xL

2 Π
w

ZHx È mL - ZJcsc-1I m N Ë mN 1 - ã
-Π ä g argHz-xL

2 Π
w

+

ã
-Π ä g argHz-xL

2 Π
w â

k=1

¥ 1

k !
 â
j=1

k 1

j !
 â
q=0

j-1
j

q â
p=0

j-q H-1Lq 2q- j sinqHxL H- j + q + 2 pLk ã-
1

2
ä HΠ H j+k-q-2 pL+2 H- j+q+2 pL xL

j - q

p â
i=0

j-1 H1 - jL2 H j-iL-2 â
s=0

i i

s

1

2 s

mi-s cos-2 s-1HxL I1 - m sin2HxLMs-i

H j - i - 1L ! H2 sinHxLL-2 i+ j-1

-
1

2 i-s
1 - m sin2HxL -

J 1

2
N
i-s

KHmL 1 - m sin2HxL
 EHmL  Hz - xLk �;

x Î R í m Î R í m > 1 í Π u +
Π

2
< x < Π Hu + 1L - csc-1I m N í

u Î

Z

08.07.06.0018.01

ZHz È mL � ã
-Π ä g argHz-xL

2 Π
w

ZHx È mL - ZJcsc-1I m N Ë mN 1 - ã
-Π ä g argHz-xL

2 Π
w

 H1 + OHz - xLL �;
Hz ® xL í x Î R í m Î R í m > 1 í Π u +

Π

2
< x < Π Hu + 1L - csc-1I m N í u Î Z

Expansions at z � 0
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08.07.06.0019.01

ZHz È mL µ 1 -
EHmL
KHmL z -

m

6

EHmL
KHmL + 1 z3 +

m

120
 4 - 3 m -

H9 m - 4L EHmL
KHmL z5 +

m

5040
 -45 m2 + 60 m - 16 -

I225 m2 - 180 m + 16M EHmL
KHmL z7 +

m

362 880
 -1575 m3 + 2520 m2 - 1008 m + 64 - I11 025 m3 - 12 600 m2 + 3024 m - 64M 

EHmL
KHmL z9 + ¼ �; Hz ® 0L

08.07.06.0001.02

ZHz È mL µ 1 -
EHmL
KHmL z -

m

6

EHmL
KHmL + 1 z3 +

m

120
 4 - 3 m -

H9 m - 4L EHmL
KHmL z5 +

m

5040
 -45 m2 + 60 m - 16 -

I225 m2 - 180 m + 16M EHmL
KHmL z7 +

m

362 880
 -1575 m3 + 2520 m2 - 1008 m + 64 - I11 025 m3 - 12 600 m2 + 3024 m - 64M 

EHmL
KHmL z9 + OIz11M

08.07.06.0020.01

ZHz È mL � z -
EHmL z

KHmL + â
i=1

¥ â
k=1

¥ â
j=0

k-1

2 k
j

H-1Li- j+k 22 i-2 k+1 H j - kL2 i mk

k ! H2 i + 1L !
 -

1

2 k
-

EHmL
KHmL  

1

2 k
z2 i+1

08.07.06.0021.01

ZHz È mL µ 1 -
EHmL
KHmL z I1 + OIz2MM

Expansions at z � csc-1J m N + Π u �; u Î Z 

08.07.06.0022.01

ZHz È mL µ

ZJcsc-1I m N Ë mN +
2 EHmL

m - 1 KHmL  - m - 1 Hz - z0L + 2 - m - 1 Hz - z0L  Hz - z0L 2

3
-

Hm - 2L EHmL
12 Hm - 1L KHmL +

m - 2

10 m - 1
+

I9 m2 - 4 m + 4M EHmL
480 Hm - 1L3�2 KHmL Hz - z0L -

3 m2 + 20 m - 20

336 Hm - 1L +
I15 m3 - 26 m2 - 12 m + 8M EHmL

2688 Hm - 1L2 KHmL Hz - z0L2 +

¼ �; Hz ® z0L í z0 � csc-1I m N + Π u í u Î Z
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08.07.06.0023.01

ZHz È mL � ZJcsc-1I m N Ë mN +
2 EHmL

m - 1 KHmL  - m - 1 Hz - z0L + 2 Hz - z0L - m - 1 Hz - z0L

â
k=0

¥ 2

2 k + 3

k - 1

2

k
 

EHmL I4 k2 + 8 k + 3M
4 m - 1 KHmL Hk + 1L â

j=0

k+1 H-1L j

2 j + 1

k + 1
j

 p j,k+1 + â
j=0

k H-1L j

1 - 2 j

k
j

 p j,k Hz - z0Lk �;

z0 � Π u + csc-1I m N í u Î Z í a0 � 1 í a2 k �
H-1Lk 22 k

H2 k + 1L !
í a2 k+1 �

H-1Lk-1 22 k H2 - mL
m - 1 H2 k + 2L !

í
k Î N í pu,0 � 1 í pu,v �

1

v
 â
j=1

v Hu j + j - vL a j pu,v- j

08.07.06.0024.01

ZHz È mL µ ZJcsc-1I m N Ë mN +
2 EHmL

m - 1 KHmL  - m - 1 Hz - z0L  H1 + OHz - z0LL �;
Hz ® z0L í z0 � csc-1I m N + Π u í u Î Z

Expansions at z � -csc-1J m N + Π u �; u Î Z 

08.07.06.0025.01

ZHz È mL µ -Z Jcsc-1I m N Ë mN -
2 EHmL

m - 1 KHmL  m - 1 Hz - z0L +

2 Hz - z0L m - 1 Hz - z0L 2

3
-

Hm - 2L EHmL
12 Hm - 1L KHmL -

m - 2

10 m - 1
+

I9 m2 - 4 m + 4M EHmL
480 Hm - 1L3�2 KHmL Hz - z0L -

3 m2 + 20 m - 20

336 Hm - 1L +
I15 m3 - 26 m2 - 12 m + 8M EHmL

2688 Hm - 1L2 KHmL Hz - z0L2 + ¼ �; Hz ® z0L í z0 � Π u - csc-1I m N í u Î Z

08.07.06.0026.01

ZHz È mL µ -ZJcsc-1I m N Ë mN -
2 EHmL

m - 1 KHmL  m - 1 Hz - z0L + 2  m - 1 Hz - z0L Hz - z0L

â
k=0

¥ 2 H-1Lk

2 k + 3
 

k - 1

2

k

I4 k2 + 8 k + 3M EHmL
4 m - 1  Hk + 1L KHmL  â

j=0

k+1 H-1L j

2 j + 1
 

k + 1
j

 p j,k+1 + â
j=0

k H-1L j

1 - 2 j

k
j

p j,k  Hz - z0Lk �;

z0 � -csc-1I m N + Π u í u Î Z í a0 � 1 í a2 k �
H-1Lk 22 k

H2 k + 1L !
í a2 k+1 �

H-1Lk-1 22 k H2 - mL
m - 1 H2 k + 2L !

í
k Î N í pu,0 � 1 í pu,v �

1

v
 â
j=1

v Hu j + j - vL a j pu,v- j

08.07.06.0027.01

ZHz È mL µ -Z Jcsc-1I m N Ë mN -
2 EHmL

m - 1 KHmL  m - 1 Hz - z0L  H1 + OHz - z0LL �;
Hz ® z0L í z0 � Π u - csc-1I m N í u Î Z
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Expansions at z � Π � 2 + Π u �; u Î Z ì m > 1 

08.07.06.0028.01

ZHz È mL µ -Z Jcsc-1I m N Ë mN ä -
1

Hz - z0L2
Hz - z0L +

Hz - z0L2

z - z0

+ 1 - m -
EHmL

1 - m KHmL Hz - z0L +

m

6 1 - m
+

EHmL m

6 H1 - mL3�2 KHmL Hz - z0L3 +
Hm - 4L m

120 H1 - mL3�2 -
m H5 m + 4L EHmL

120 H1 - mL5�2 KHmL Hz - z0L5 + ¼ �;
Hz ® z0L í z0 �

Π

2
+ Π u í u Î Z í m Î R í m > 1

08.07.06.0029.01

ZHz È mL � -ZJcsc-1I m N Ë mN ä -
1

Hz - z0L2
Hz - z0L +

Hz - z0L2

z - z0

+

1 - m -
EHmL

1 - m KHmL Hz - z0L + â
k=2

¥ äk-1

k !
 

k - 3

2

k - 1
 â
q=1

k-1 1 - m

1 - 2 q
-

H2 k - 1L EHmL
1 - m H2 q + 1L KHmL

H-1Lq k - 1
q

H1 - mL-q â
j=0

q
q

j
H-mL j H2 - mLq- j 2- j+k-q-1 â

i=0

j
j

i
H2 i - jLk-1 Hz - z0Lk �;

Hz ® z0L í z0 � Π u +
Π

2
í u Î Z í m Î R í m > 1

08.07.06.0030.01

ZHz È mL µ -Z Jcsc-1I m N Ë mN ä -
1

Hz - z0L2
Hz - z0L +

Hz - z0L2

z - z0

+

1 - m -
EHmL

1 - m KHmL Hz - z0L I1 + O Hz - z0L2M �; Hz ® z0L í z0 �
Π

2
+ Π u í u Î Z í m Î R í m > 1

Expansions at generic point m � m0

For the function itself

08.07.06.0031.01

ZHz È mL µ ZHz È m0L +
1

2 Hm0 - 1L m0 KHm0L  EHm0L ZHz È m0L -
m0 sinH2 zL

2 1 - m0 sin2HzL + KHm0L ZHz È m0L Hm0 - 1L Hm - m0L +

1

16 Hm0 - 1L2 m0
2 I1 - m0 sin2HzLM3�2

KHm0L2

 -HcosH2 zL m0 - m0 + 2L m0 sinH2 zL - 2 ZHz È m0L 1 - m0 sin2HzL EHm0L2 -

KHm0L K4 ZHz È m0L I1 - m0 sin2HzLM3�2
- m0 HcosH2 zL m0 - 2 m0 + 3L sinH2 zLO EHm0L +

1

2
Hm0 - 1L HcosH2 zL m0 - m0 + 2L KHm0L2 sinH2 zL - 2 ZHz È m0L 1 - m0 sin2HzL m0 Hm - m0L2 + ¼ �; Hm ® m0L
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08.07.06.0032.01

ZHz È mL µ ZHz È m0L +
1

2 Hm0 - 1L m0 KHm0L  EHm0L ZHz È m0L -
m0 sinH2 zL

2 1 - m0 sin2HzL + KHm0L ZHz È m0L Hm0 - 1L Hm - m0L +

1

16 Hm0 - 1L2 m0
2 I1 - m0 sin2HzLM3�2

KHm0L2

 -HcosH2 zL m0 - m0 + 2L m0 sinH2 zL - 2 ZHz È m0L 1 - m0 sin2HzL EHm0L2 -

KHm0L K4 ZHz È m0L I1 - m0 sin2HzLM3�2
- m0 HcosH2 zL m0 - 2 m0 + 3L sinH2 zLO EHm0L +

1

2
Hm0 - 1L HcosH2 zL m0 - m0 + 2L KHm0L2 sinH2 zL - 2 ZHz È m0L 1 - m0 sin2HzL m0 Hm - m0L2 + OIHm - m0L3M

08.07.06.0033.01

ZHz È mL � â
k=0

¥ 1

k !
 ZH0,kLHz È m0L -

1

c0

 â
j=0

k H j + 1L dk- j â
r=0

j H-1Lr j

r

r + 1
 pr, j Hm - m0Lk �;

ak �
J- 1

2
N
k

J 1

2
N
k

Hk !L2
 2F1 k -

1

2
, k +

1

2
; k + 1; m0 í ck �

J 1

2
N
k

2

Hk !L2
 2F1 k +

1

2
, k +

1

2
; k + 1; m0 í

bk �
1

k !
 FH0,kLHz È m0L í dk � â

n=0

k

an bk-n í p j,0 � 1 í p j,k �
1

c0 k
 â
m=1

k H j m - k + mL cm p j,k-m í k Î N+

08.07.06.0034.01

ZHz È mL � â
k=0

¥ 1

k !
 ZH0,kLHz È m0L Hm - m0Lk

08.07.06.0035.01

ZHz È mL µ ZHz È m0L H1 + OHm - m0LL
Expansions at m � 0

08.07.06.0002.02

ZHz È mL µ
1

4
sinH2 zL m +

1

16
sinH2 zL -

1

64
sinH4 zL m2 +

17

512
sinH2 zL -

3

256
sinH4 zL +

1

512
sinH6 zL m3 +

45 sinH2 zL
2048

+
5 sinH6 zL

2048
-

37 sinH4 zL
4096

-
5 sinH8 zL
16 384

m4 +

1059 sinH2 zL
65 536

+
325 sinH6 zL

131 072
+

7 sinH10 zL
131 072

-
119 sinH4 zL

16 384
-

35 sinH8 zL
65 536

m5 +

3315 sinH2 zL
262 144

+
1245 sinH6 zL

524 288
+

63 sinH10 zL
524 288

-
707 sinH8 zL
1 048 576

-
12 653 sinH4 zL

2 097 152
-

21 sinH12 zL
2 097 152

m6 +

172 989 sinH2 zL
16 777 216

+
37 377 sinH6 zL

16 777 216
+

3045 sinH10 zL
16 777 216

+
33 sinH14 zL
16 777 216

-
3157 sinH8 zL

4 194 304
-

43 087 sinH4 zL
8 388 608

-
231 sinH12 zL

8 388 608
m7 +

OIm8M �; Hm ® 0L
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08.07.06.0003.01

ZHz È mL � â
k=1

¥ H-1Lk  sinH2 k zL
k

k - 3

2

k

H2 k - 1L EHmL
KHmL 2F1 k +

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m + 2F1 k -

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m K m

4
Ok

08.07.06.0004.01

ZHz È mL � â
k=0

¥ 1

k !
 -

1

2 k
-

EHmL
KHmL  

1

2 k
â
j=1

k
2 k

k - j
 
H-1L j sinH2 j zL

j
K m

4
Ok �;  m¤ < 1 í -

Π

2
£ z £

Π

2

08.07.06.0005.01

ZHz È mL � 1 -
2 z

Π
 EHmL - cosHzL â

k=0

¥ 1

k !
 -

1

2 k
2F1

1

2
,

1

2
- k;

3

2
; cos2HzL  mk -

EHmL
KHmL  â

k=1

¥ H-1Lk sinH2 k zL
k

k - 1

2

k
2F1 k +

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m K m

4
Ok

08.07.06.0036.01

ZHz È mL � z -
EHmL z

KHmL + z â
k=1

¥ J 1

2
N
k

k !2
 -

1

2 k
-

EHmL
KHmL  

1

2 k
+

H-1Lk  sinH2 k zL
4k k

k - 3

2

k
2F1 k -

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m -

EHmL
KHmL  

k - 1

2

k
2F1 k +

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m mk

08.07.06.0006.01

ZHz È mL � EHmL -
sinHzL EHmL

KHmL  F1 ´ 0 ´ 0
1 ´ 1 ´ 1

1

2
; 1

2
; 1

2
;

3

2
;;;

 m sin2HzL, sin2HzL -

cosHzL F2 ´ 0 ´ 0
1 ´ 2 ´ 2

1

2
; - 1

2
, 1

2
; 1

2
, 1;

1, 3

2
;;;

- m cos2HzL, cos2HzL -
m

2
F1 ´ 1 ´ 1

2 ´ 1 ´ 1

1

2
, 3

2
; 1

2
; 1;

2; 3

2
; 3

2
;

- m cos2HzL, m

08.07.06.0037.01

ZHz È mL µ
1

4
m sinH2 zL H1 + OHmLL

Other series representations

08.07.06.0007.01

ZHz È mL �
2 Π

KHmL â
k=1

¥ qHmLk

1 - qHmL2 k
 sin

Hk ΠL FHz È mL
KHmL

Integral representations

On the real axis

Of the direct function
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08.07.07.0001.01

ZHz È mL � à
0

z

1 - m sin2HtL -
EHmL

KHmL 1 - m sin2HtL
 â t

08.07.07.0002.01

ZHz È mL � à
0

sinHzL 1

1 - t2

 1 - m t2 -
EHmL

KHmL 1 - m t2

 â t �; -
Π

2
< z <

Π

2

Differential equations

Ordinary nonlinear differential equations

08.07.13.0001.01

m2 cos2HzL sin2HzL wH1,0LHz, mL2
+

Im sin2HzL - 1M J4 m2 cos2HzL sin2HzL + Im sin2HzL - 1M wH2,0LHz, mL2
+ m sinH2 zL wH1,0LHz, mL wH2,0LHz, mLN � 0 �; wHzL � ZHz È mL

08.07.13.0002.01

16 EHmL6 + 8 Iw¢HzL2 + w¢¢HzL2 + 4 m - 8M KHmL EHmL5 +

Kw¢HzL4 + 2 Iw¢¢HzL2 + 16 Hm - 2LM w¢HzL2 + Iw¢¢HzL2 + 4 mM2
- 16 Iw¢¢HzL2 + 6 m - 6MO KHmL2 EHmL4 +

2 I5 Hm - 2L w¢HzL4 + I3 Hm - 2L w¢¢HzL2 + 4 HHm - 14L m + 14LM w¢HzL2 - 4 Hm - 1L Iw¢¢HzL2 + 4 Hm - 2LMM KHmL3 EHmL3 +

IHm - 2L w¢HzL6 + IHm - 2L w¢¢HzL2 + Hm - 54L m + 54M w¢HzL4 - 2 Hm - 1L I9 w¢¢HzL2 + 16 Hm - 2LM w¢HzL2 + 16 Hm - 1L2M
KHmL4 EHmL2 - 2 Hm - 1L KHmL5 w¢HzL2 I6 w¢HzL4 + I4 w¢¢HzL2 + 5 m - 10M w¢HzL2 - 4 m + 4M EHmL -

Hm - 1L KHmL6 w¢HzL4 Iw¢HzL4 + Iw¢¢HzL2 + m - 2M w¢HzL2 - m + 1M � 0 �; wHzL � ZHz È mL
Transformations

Transformations and argument simplifications

Argument involving basic arithmetic operations

08.07.16.0001.01

EH-z È mL � -EHz È mL
08.07.16.0002.01

ZHz + Π k È mL � ZHz È mL �; k Î Z

Products, sums, and powers of the direct function

Sums of the direct function

08.07.16.0003.01

ZHz1 È mL + ZHz2 È mL � ZHz È mL - m sinHz1L sinHz2L sinHzL �;
z � 2 tan-1

sinHz1L 1 - m sin2Hz2L - sinHz2L 1 - m sin2Hz1L
cosHz1L - cosHz2L í 0 < m < 1 í  z1¤ < 1 í  z2¤ < 1

http://functions.wolfram.com 12



08.07.16.0004.01

ZHz1 È mL + ZHz2 È mL � ZIsin-1HwL É mM + m w sinHz1L sinHz2L �;
w �

cosHz2L 1 - m sin2Hz2L sinHz1L + cosHz1L 1 - m sin2Hz1L sinHz2L
1 - m sin2Hz1L sin2Hz2L í 0 £ m < 1 í  z1¤ < 1 í  z2¤ < 1

Identities

Functional identities

08.07.17.0001.01

ZHz È mL � ä dnH-ä FHz È mL È 1 - mL scH-ä FHz È mL È 1 - mL - ä ZHamH-ä FHz È mL È 1 - mL È 1 - mL -
Π FHz È mL

2 KHmL KH1 - mL
Differentiation

Low-order differentiation

With respect to z

08.07.20.0001.01

¶ZHz È mL
¶z

� 1 - m sin2HzL -
EHmL

KHmL 1 - m sin2HzL
08.07.20.0002.01

¶2 ZHz È mL
¶z2

� -
m sinH2 zL

2 1 - m sin2HzL
-

m EHmL sinH2 zL
KHmL I1 - m sin2HzLM3�2

With respect to m

08.07.20.0003.01

¶ZHz È mL
¶m

�
1

2 m
 1 +

EHmL
Hm - 1L KHmL ZHz È mL -

EHmL sinH2 zL
4 Hm - 1L 1 - m sin2HzL  KHmL

08.07.20.0004.01

¶2 ZHz È mL
¶m2

�
Hm - 1L m

2
HcosH2 zL m - m + 2L sinH2 zL - 2 ZHz È mL 1 - m sin2HzL  KHmL2 -

HcosH2 zL m - m + 2L m sinH2 zL - 2 ZHz È mL 1 - m sin2HzL EHmL2 -

K4 I1 - m sin2HzLM3�2
 ZHz È mL - m sinH2 zL HcosH2 zL m - 2 m + 3LO KHmL EHmL � K8 Hm - 1L2 m2 I1 - m sin2HzLM3�2

 KHmL2O
Symbolic differentiation 

With respect to z
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08.07.20.0008.01

¶n ZHz È mL
¶zn

� ∆n ZHz È mL + ∆n-1 1 - m sin2HzL -
EHmL

KHmL 1 - m sin2HzL
-

2 än-1 J- 1

2
N
n

Hn - 1L !
â
q=1

n-1 H-1Lq n - 1

q

I1 - m sin2HzLMq
 

EHmL H1 - 2 nL
KHmL H2 q + 1L 1 - m sin2HzL

+
1 - m sin2HzL

1 - 2 q

â
j=0

q
q

j
m j H2 - mLq- j 2- j+n-q-1 â

i=0

j
j

i
H2 i - jLn-1 ã2 H2 i- jL ä z �; n Î N

08.07.20.0009.01

¶n ZHz È mL
¶zn

� ZHz È mL ∆n +

â
j=1

n 1

j !
 â
q=0

j-1
j

q â
p=0

j-q H-1Lq 2q- j sinqHzL Hq - j + 2 pLn ã-
1

2
ä HΠ H j+n-q-2 pL+2 H- j+q+2 pL zL j - q

p â
i=0

j-1 H1 - jL2 H j-iL-2 â
s=0

i i

s

1

2 s

mi-s cos-2 s-1HzL I1 - m sin2HzLMs-i

H-i + j - 1L ! H2 sinHzLL-2 i+ j-1
-

1

2 i-s
1 - m sin2HzL -

J 1

2
N
i-s

KHmL 1 - m sin2HzL
 EHmL �; n Î N

08.07.20.0005.01

¶n ZHz È mL
¶zn

� -
H2 äLn-1 Π

4 1 - m m 1 - m sin2HzL
 

ã2 ä z Im + 2 1 - m - 2N
m

-1�2
 

mI1 - ã2 ä z M + 2 1 - m - 2

1 - m

-1�2
 â
k=0

n-1 ã2 ä k z

GJ 3

2
- kN

Iã2 ä z - 1M m + 2 1 - m + 2

m

-k

 Sn-1
HkL

EHmL H2 k - 1L m

KHmL IIã2 ä z - 1M m - 2 1 - m + 2N F1

1

2
; -

1

2
,

1

2
;

1

2
- k;

Iã2 ä z - 1M m + 2 1 - m + 2

2 1 - m + 2 - m
,

Iã2 ä z - 1M m + 2 1 - m + 2

4 1 - m
- Im - 2 ã2 ä z Hm - 2L + ã4 ä z mM JI 1 - m - 2N m - 2 1 - m + 2N

F1

3

2
;

1

2
, -

1

2
;

3

2
- k;

Iã2 ä z - 1M m + 2 1 - m + 2

-m + 2 1 - m + 2
,

Iã2 ä z - 1M m + 2 1 - m + 2

4 1 - m
�; n Î N+

08.07.20.0006.02

¶n ZHz È mL
¶zn

� ZHz È mL ∆n +

2 -
1

2 n
â
k=0

n-1 H-1Lk I1 - m sin2HzLM-k

k ! H-k + n - 1L !
 

EHmL H2 n - 1L
KHmL H2 k + 1L 1 - m sin2HzL

+
1 - m sin2HzL

2 k - 1

¶n-1 I1 - m sin2HzLMk

¶zn-1
�; n Î N

http://functions.wolfram.com 14



Fractional integro-differentiation

With respect to z

08.07.20.0007.01

¶Α ZHz È mL
¶zΑ

� z1-Α Π 2Α â
k=1

¥ H-1Lk

k !
 

-
1

2 k
2F1 k -

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m -

EHmL
KHmL  

1

2 k
2F1 k +

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m 1F

�
2 1; 1 -

Α

2
,

3 - Α

2
; -k2 z2 K m

4
Ok

Integration

Indefinite integration

Involving only one direct function

08.07.21.0001.01

à ZHz È mL â z �

1

2
â
k=1

¥ H-1Lk H1 - cosH2 k zLL
k ! k2

 -
1

2 k
2F1 k -

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m +

H2 k - 1L EHmL
KHmL 2F1 k +

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m K m

4
Ok

Representations through more general functions

Through hypergeometric functions of two variables

08.07.26.0001.01

ZHz È mL � EHmL -
sinHzL EHmL

KHmL  F1 ´ 0 ´ 0
1 ´ 1 ´ 1

1

2
; 1

2
; 1

2
;

3

2
;;;

 m sin2HzL, sin2HzL -

cosHzL F2 ´ 0 ´ 0
1 ´ 2 ´ 2

1

2
; - 1

2
, 1

2
; 1

2
, 1;

1, 3

2
;;;

- m cos2HzL, cos2HzL -
m

2
F1 ´ 1 ´ 1

2 ´ 1 ´ 1

1

2
, 3

2
; 1

2
; 1;

2; 3

2
; 3

2
;

- m cos2HzL, m

Through Meijer G

Classical cases involving tan-1 in the arguments

08.07.26.0002.01

Z tan-1 J z
4 N 1 -

1

z
�

z - 1

2 z
-

1

4 Π
 G2,2

2,2 z
0, 1

- 1

2
, 1

2

-
1

4 Π K J1 - 1

z
N  E 1 -

1

z
G2,2

2,2 z
1, 1
1

2
, 1

2

�; z Ï H-¥, 0L

Classical cases involving cot-1 in the arguments

08.07.26.0003.01

Z Jcot-1 J z
4 N Ë 1 - zN �

1 - z

2
-

E H1 - zL
4 Π K H1 - zL  G2,2

2,2 z
1

2
, 1

2

0, 0
-

1

4 Π
 G2,2

2,2 z
1

2
, 3

2

0, 1
�; z Ï H-¥, -1L
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Through other functions

Involving some elliptic-type functions

08.07.26.0004.01

ZHz È mL � -
EHmL PH0; z È mL

KHmL + H1 - mL PHm; z È mL +
m sinH2 zL

2 1 - m sin2HzL
08.07.26.0005.01

ZHz È mL � 1 - m sin2HzL ¶ logHJ4HΠ FHz È mL � H2 KHmLL, qHmLLL
¶z

08.07.26.0006.01

ZHz È mL �
Ω1

KHmL2
 KHmL Η3 + Ζ

Ω1 FHz È mL
KHmL - Ω3; g2, g3 - FHz È mL Η1 �;

m � q-1 exp
ä Π Ω3

Ω1

í 8Ω1, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í 8Η1, Η3< � 8ΖHΩ1; g2, g3L, ΖHΩ3; g2, g3L<
Involving some hypergeometric-type functions

08.07.26.0007.01

ZHz È mL � sinHzL F1

1

2
;

1

2
, -

1

2
;

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL -

EHmL
KHmL F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL �;  ReHzL¤ <

Π

2

Representations through equivalent functions

With related functions

08.07.27.0003.01

ZHz È mL � sinHzL F1 ´ 0 ´ 0
1 ´ 1 ´ 1

1

2
; 1

2
; - 1

2
;

3

2
;;;

 sin2HzL, m sin2HzL -
EHmL
KHmL F1 ´ 0 ´ 0

1 ´ 1 ´ 1

1

2
; 1

2
; 1

2
;

3

2
;;;

 m sin2HzL, sin2HzL
08.07.27.0001.01

ZHamHz È mL È mL � EHamHz È mL È mL - z 
EHmL
KHmL

08.07.27.0002.01

ZHamHz È mL È mL � H1 - mL PHm; amHz È mL È mL - z 
EHmL
KHmL +

m sinH2 amHz È mLL
2 1 - m sin2HamHz È mLL

History

– C. G. J. Jacobi (1829)
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