
Introductions to EllipticF
Introduction to the incomplete elliptic integrals

General

Elliptic integrals were encountered in the work of J. Wallis (1655–1659) who investigated the integral in modern

notation:

EHzL � à
0

Π�2
1 - m sin2HtL  â t �; 0 < m < 1.

Broader interest in such integrals was stimulated by the appearance and development of integral calculus in the

18th and 19th centuries. Mathematicians found that integrals, containing quadratic polynomials under a square root

of the form:

à Ia t2 + b t + cM±
1

2  â t

can be evaluated through elementary functions by formulas such as:

à Ia t2 + b t + cM±
1

2  â t �

H1 ± 1L Hb + 2 a tL a t2 + b t + c

8 a
-

1

a
 

Ib2 - 4 a cM
16 a

 H1 ± 1L +
H1 ¡ 1L

2
log

b + 2 a t

a
+ 2 a t2 + b t + c .

But  these  early  mathematicians  could  not  find  simple  formulas  for  similar  integrals  containing  higher-degree

polynomials: 

à Ia t3 + b t2 + c t + dM±
1

2  â t

à Ia t4 + b t3 + c t2 + d t + eM±
1

2  â t.

Many important applications of these integrals were found at that time. The problem of evaluating such integrals

was converted into the problem of evaluating only three basic integrals. They were later denoted by their special

notation and named the incomplete elliptic integrals of the first, second, and third kinds—FHz È mL, EHz È mL, and

PHn; z È mL (A. M. Legendre):

FHz È mL � à
0

z 1

1 - m sin2HtL
 â t �; 0 < m < 1

EHz È mL � à
0

z

1 - m sin2HtL  â t �; 0 < m < 1



PHn; z È mL � à
0

z 1

I1 - n sin2HtLM 1 - m sin2HtL
 â t.

The corresponding definite integrals (for z � Π
2

) were named the complete elliptic integrals of the first, second, and

third kinds denoted by the symbols KHzL, EHzL, and PHn È mL:
KHzL � F

Π

2
z � à

0

Π

2 1

1 - m sin2HtL
 â t

EHzL � E
Π

2
z � à

0

Π

2
1 - m sin2HtL  â t

PHn È mL � P n;
Π

2
m � à

0

Π

2 1

I1 - n sin2HtLM 1 - m sin2HtL
 â t.

These integrals were extensively studied for another important reason—development of the theory of the double

periodic functions. These functions were called elliptic functions. The elliptic integrals and elliptic functions were

studied simultaneously on several occasions throughout history and a deep connection exists between these two

areas of mathematics. The following chronology reflects the main steps in building the theory of elliptic integrals.  

L. Euler (1733, 1757, 1763, 1766) derived the addition theorem for the incomplete elliptic integrals FHz È mL, and

EHz È mL.
J.-L. Lagrange (1783) and especially A. M. Legendre (1793, 1811, 1825–1828) devoted a lot of attention to the

study of the different properties of those two elliptic integrals. C. F. Gauss (1799, 1818) also used these integrals

during his research. 

Simultaneously, A. M. Legendre (1811) introduced the incomplete elliptic integral of the third kind and the com-

plete versions of all three elliptic integrals.

C. G. J. Jacobi (1827–1829)  introduced inverse functons of the elliptic integrals FHz È mL and EHz È mL, which led

him to build the theory of elliptic functions. In 1829, C. G. J. Jacobi defined the following function: 

ZHz È mL � EHz È mL -
EHmL
KHmL  FHz È mL,

which was later  called the Jacobi  zeta function.  J.  Liouville  (1840) also studied elliptic  integrals  FHz È mL  and

EHz È mL.
N. H. Abel, independently from C. G. J. Jacobi, got some of his results and studied the so-called hyperelliptic and

Abelian integrals.

Definitions of incomplete elliptic integrals

The incomplete elliptic integral of the first kind FHz È mL, incomplete elliptic integral of the second kind EHz È mL,
incomplete elliptic integral of the third kind PHn; z È mL, and Jacobi zeta function ZHz È mL are defined by the follow-

ing formulas:
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FHz È mL � à
0

z 1

1 - m sin2HtL
 â t

EHz È mL � à
0

z

1 - m sin2HtL  â t

PHn; z È mL � à
0

z 1

I1 - n sin2HtLM 1 - m sin2HtL
 â t

ZHz È mL � EHz È mL -
EHmL
KHmL  FHz È mL.

The previous functions are called incomplete elliptic integrals.

A quick look at the incomplete elliptic integrals

Here is a quick look at the graphics for the incomplete elliptic integrals along the real axis.
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Connections within the group of incomplete elliptic integrals and with other function 
groups

Representations through more general functions

The  incomplete  elliptic  integrals  FHz È mL,  EHz È mL,  PHn; z È mL,  and  ZHz È mL  can  be  represented  through  more  general

functions. Through the hypergeometric Appell F1 function of two variables:

FHz È mL � sinHzL F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL �;  ReHzL¤ <

Π

2

EHz È mL � sinHzL F1

1

2
;

1

2
, -

1

2
;

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL �;  ReHzL¤ <

Π

2

PHn; z È mL � â
k=0

¥ sin2 k+1HzL
2 k + 1

 F1 k +
1

2
;

1

2
,

1

2
; k +

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL  nk

PHn; z È mL � sinHzL â
k=0

¥ J 1

2
N
k

sin2 kHzL
H2 k + 1L k !

 F1 k +
1

2
;

1

2
, 1; k +

3

2
; sin2HzL, n sin2HzL mk

ZHz È mL � sinHzL F1

1

2
;

1

2
, -

1

2
;

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL -

EHmL
KHmL F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL �;  ReHzL¤ <

Π

2
.

Through the generalized hypergeometric function of two variables:

FHz È mL � sinHzL F1,0,0
1,1,1

1

2
; 1

2
; 1

2
;

3

2
;;;

 m sin2HzL, sin2HzL

EHz È mL � sinHzL F1,0,0
1,1,1

1

2
; 1

2
; - 1

2
;

3

2
;;;

 sin2HzL, m sin2HzL

PHn; z È mL � sinHzL â
k=0

¥ J 1

2
N
k

sin2 kHzL
H2 k + 1L k !

 F1,0,0
1,1,1

k + 1

2
; 1

2
; 1;

k + 3

2
;;;

 sin2HzL, n sin2HzL  mk

PHn; z È mL � sinHzL FD
H3L 1

2
,

1

2
,

1

2
, 1;

3

2
; m sin2HzL, sin2HzL, n sin2HzL
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ZHz È mL � sinHzL F1,0,0
1,1,1

1

2
; 1

2
; - 1

2
;

3

2
;;;

 sin2HzL, m sin2HzL -
EHmL
KHmL  sinHzL F1,0,0

1,1,1

1

2
; 1

2
; 1

2
;

3

2
;;;

 m sin2HzL, sin2HzL .

Through elliptic theta functions, for example:

EHz È mL �
EHmL
KHmL FHz È mL +

Π

2 KHmL J4J Π FHzÈmL
2 KHmL , qHmLN J4

¢
Π FHz È mL

2 KHmL , qHmL

ZHz È mL � 1 - m sin2HzL ¶ logHJ4HΠ FHz È mL � H2 KHmLL, qHmLLL
¶z

.

Through inverse Jacobi elliptic functions, for example:

FIsin-1HzL É mM � sn-1Hz È mL �; -1 < z < 1 ß m < 1

FIcos-1HzL É mM � cn-1Hz È mL �; -1 < z < 1 ß m Î R

FIä sinh-1HzL É mM � ä sc-1Hz È 1 - mL �; m > 0 ß m Î R.

Through Weierstrass elliptic functions and inverse elliptic nome q-1HtL, for example:

EHz È mL �
1

KHmL  EHmL FHz È mL + Η3 Ω1 + Ω1 Ζ
Ω1 FHz È mL

KHmL - Ω3; g2, g3 -
Ω1 Η1

KHmL2
 FHz È mL �;

m � q-1 exp
ä Π Ω3

Ω1

í 8Ω1, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í 8Η1, Η3< � 8ΖHΩ1; g2, g3L, ΖHΩ3; g2, g3L<
ZHz È mL �

Ω1

KHmL2
 KHmL Η3 + Ζ

Ω1 FHz È mL
KHmL - Ω3; g2, g3 - FHz È mL Η1 �;

m � q-1 exp
ä Π Ω3

Ω1

í 8Ω1, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í 8Η1, Η3< � 8ΖHΩ1; g2, g3L, ΖHΩ3; g2, g3L<.
Through some elliptic-type functions, for example:

F cot-1
2 z1

a + a2 - 4 b

2 a2 - 4 b

a + a2 - 4 b

� -2
1

2 a- a2-4 b

b

elog z1, z1
3 + a z1

2 + b z1 ; a, b .

Representations through related functions

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL can be represented through some related func-

tions, for example:

FHΦ È mL �
I 1 - n cotHΦL + EHΦ È mLN KHmL - 1 - n cotHΦL PHn È mL

EHmL �; Φ � sin-1
n

m
í 0 < n < 1 í 0 < m < 1

EHΦ È mL �
EHmL FHΦ È mL + 1 - n cotHΦL HPHn È mL - KHmLL

KHmL �; Φ � sin-1
n

m
í 0 < n < 1 í 0 < m < 1
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EHamHz È mL È mL � ZHamHz È mL È mL +
z EHmL
KHmL

ZHamHz È mL È mL � EHamHz È mL È mL -
z EHmL
KHmL

ZHamHz È mL È mL � H1 - mL PHm; amHz È mL È mL -
z EHmL
KHmL +

m sinH2 amHz È mLL
2 1 - m sin2HamHz È mLL

.

EHamHz È mL È mL � à
0

z

dnHt È mL2 â t

EIsin-1HsnHz È mLL É mM � à
0

z

dnHt È mL2 â t.

Relations to inverse functions

The incomplete elliptic integral FHz È mL is related to the Jacobi amplitude by the following formulas, which demonstrate

that the Jacobi amplitude is within a restricted domain, the inverse function of elliptic integral FHz È mL:
FHamHz È mL È mL � z �; m £ 1 ß -2 £ z £ 2

amHFHz È mL È mL � z �; m < 1 ë -
3

2
£ z £

3

2
.

Representations through other incomplete elliptic integrals

The incomplete elliptic integrals FHz È mL,  EHz È mL,  and ZHz È mL  can be represented through incomplete elliptic integral

PHn; z È mL by the following formulas:

FHz È mL � PH0; z È mL
EHz È mL � H1 - mL PHm; z È mL +

m sinH2 zL
2 1 - m sin2HzL

ZHz È mL � -
EHmL PH0; z È mL

KHmL + H1 - mL PHm; z È mL +
m sinH2 zL

2 1 - m sin2HzL
.

The best-known properties and formulas for incomplete elliptic integrals

Simple values at zero

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL are equal to 0 at the origin points:

FH0 È 0L � 0 EH0 È 0L � 0 PH0; 0 È 0L � 0 ZH0 È 0L � 0.

Specific values

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL for particular argument values can be evaluated

in closed forms, for example:
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FHz È 0L � z FHz È 1L � tanh-1HsinHzLL �;  Re z¤ < Π

2

FH0 È mL � 0 FI Π

2
É mM � KHmL FJ k Π

2
Ë mN � k KHmL �; k Î Z

EHz È 0L � z EHz È 1L � sinHzL �;  ReHzL¤ £ Π

2

EH0 È mL � 0 EI Π

2
É mM � EHmL EJ k Π

2
Ë mN � k EHmL �; k Î Z

ZHz È 0L � 0 ZHz È 1L � sinHzL �;  ReHzL¤ £ Π

2

ZH0 È mL � 0 ZI Π

2
É mM � 0 ZJ k Π

2
Ë mN � 0 �; k Î Z

PHn; z È 0L �
tanh-1I n - 1 tanHzLN

n - 1

PHn; z È 1L �
n tanh-1I n sinHzLN - tanh-1HsinHzLL

n - 1
�;  ReHzL¤ <

Π

2

PHn; z È nL �
1

1 - n
 EHz È nL -

n sinH2 zL
2 1 - n sin2HzL

P n;
Π

2
m � PHn È mL

P n;
k Π

2
m � k PHn È mL �; k Î Z

P n; sin-1
1

m
m �

1

m
 P

n

m

1

m

PH0; z È mL � FHz È mL

PH1; z È mL �
1 - m sin2HzL tanHzL - EHz È mL

1 - m
+ FHz È mL.

At infinities, the incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL have the following values:

FHz È ¥L � 0 FHz È -¥L � 0 FHä ¥ È mL � KHmL - 1

m
 KJ 1

m
N �; 0 < m < 1 FH-ä ¥ È mL � 1

m
 KJ 1

m
N - KHmL �; 0 < m < 1

EHz È ¥L � ¥� EHz È -¥L � ¥�

PH¥ È mL � 0 PH-¥ È mL � 0 PHn È ¥L � 0 PHn È -¥L � 0

PH¥; z È mL � 0 PH-¥; z È mL � 0 PHn; z È ¥L � 0 PHn; z È -¥L � 0

ZHz È ¥L � ¥� ZHz È -¥L � ¥� .

Analyticity
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The incomplete elliptic integrals FHz È mL,  EHz È mL,  and ZHz È mL  are analytical functions of z  and m,  which are

defined over C2.

The incomplete elliptic integral PHn; z È mL is an analytical function of n, z, and m, which is defined over C3.

Poles and essential singularities

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL do not have poles and essential singularities

with respect to their variables.

Branch points and branch cuts

For  fixed  m,  the  functions  FHz È mL,  EHz È mL,  and  ZHz È mL  have  an  infinite  number  of  branch  points  at

z � ±sin-1K 1

m
O + 2 Π k �; k Î Z and z � ¥� .

They have complicated branch cut.

For  fixed n,  z,  the function PHn; z È mL  has  two branch points  at  m � csc2HzL and m � ¥� .  For  fixed n,  m,  the function

PHn; z È mL  has  an  infinite  number  of  branch  points  at  z � ±sin-1K 1

m
O + 2 Π k �; k Î Z,

z � ±sin-1K 1

n
O + 2 Π k �; k Î Z and z � ¥� . For fixed z, m, the function PHn; z È mL does not have branch points.

Periodicity

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, and PHn; z È mL are quasi-periodic functions with respect to z:

FHz + Π k È mL � FHz È mL + 2 k KHmL �; k Î Z

EHz + Π k È mL � EHz È mL + 2 k EHmL �; k Î Z

PHn; z + Π k È mL � PHn; z È mL + 2 k PHn È mL �; k Î Z ì -1 £ n £ 1.

The incomplete elliptic integral ZHz È mL is a periodic function with respect to z with period Π :

ZHz + Π È mL � ZHz È mL
ZHz + Π k È mL � ZHz È mL �; k Î Z.

Parity and symmetry

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL have mirror symmetry:

FHz� È mL � FHz È mL EHz� È mL � EHz È mL PHn; z� È mL � PHn; z È mL ZHz� È mL � ZHz È mL .

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL are odd functions with respect to z.

FH-z È mL � -F Hz È mL EH-z È mL � -E Hz È mL PHn; -z È mL � -P Hn; z È mL ZH-z È mL � -Z Hz È mL .

Series representations

The incomplete elliptic integral PHn; z È mL has the following series expansions at the point n � 0:
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PHn; z È mL µ sinHzL F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL +

sin3HzL
3

F1

3

2
;

1

2
,

1

2
;

5

2
; sin2HzL, m sin2HzL  n +

sin5HzL
5

 F1

5

2
;

1

2
,

1

2
;

7

2
; sin2HzL, m sin2HzL  n2 + ¼ �; Hn ® 0L

PHn; z È mL � â
k=0

¥ sin2 k+1HzL
2 k + 1

 F1 k +
1

2
;

1

2
,

1

2
; k +

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL  nk.

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL have the following series expansions at the point

z � 0:

FHz È mL µ z +
m z3

6
+

m H-4 + 9 mL z5

120
+ ¼ �; Hz ® 0L

FHz È mL � z + â
i=1

¥ â
k=1

¥ â
j=0

k-1 J 1

2
N
k

2 k
j

H-1Li- j+k 22 i-2 k+1 H j - kL2 i mk

k ! H2 i + 1L !
 z2 i+1 �;  z¤ < 1

EHz È mL µ z -
m z3

6
-

m H3 m - 4L
120

z5 + ¼ �; Hz ® 0L

EHz È mL � z + â
i=1

¥ â
k=1

¥ â
j=0

k-1 J- 1

2
N
k

2 k
j

H-1Li- j+k 22 i-2 k+1 H j - kL2 i mk

k ! H2 i + 1L !
 z2 i+1 �;  z¤ < 1

PHn; z È mL µ z +
m + 2 n

6
z3 +

1

120
I9 m2 + 4 Hm + 2 nL H3 n - 1LM z5 + ¼ �; Hz ® 0L

PHn; z È mL µ -
2-

5

2  Π n

m-2 1-m +1

m

3�2
1 - n

1 +
1

1 - m

â
q=0

¥ H-1Lq 22 q+1

H2 q + 1L !
â
k=0

2 q

S2 q
HkL â

j=0

k 2-k H-1L j j ! n j

GJ j - k + 1

2
N

k

k - j

m

1 - 1 - m

k- j KI 1 - n + 1N- j-1
- I1 - 1 - n N- j-1O

F1

1

2
;

1

2
, -

3

2
; j - k +

1

2
;

1

2
-

1

2 1 - m
,

2 I 1 - m + 1N
m

z2 q+1 �;  z¤ < 1

ZHz È mL µ 1 -
EHmL
KHmL z -

m

6

EHmL
KHmL + 1 z3 +

m

120
 4 - 3 m -

H9 m - 4L EHmL
KHmL z5 + ¼ �; Hz ® 0L

ZHz È mL � z -
EHmL z

KHmL + â
i=1

¥ â
k=1

¥ â
j=0

k-1
2 k
j

H-1Li- j+k 22 i-2 k+1 H j - kL2 i mk

k ! H2 i + 1L !
 -

1

2 k
-

EHmL
KHmL  

1

2 k
z2 i+1 �;  z¤ < 1.

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL have the following series expansions at the point

m � 0:
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FHz È mL µ z +
2 z - sinH2 zL

8
m +

3

256
H12 z - 8 sinH2 zL + sinH4 zLL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

FHz È mL � â
k=0

¥ 1

22 k  k !
 

1

2 k
z

2 k

k
+ â

j=1

k H-1L j

j
 

2 k

k - j
sinH2 j zL  mk �;  m¤ < 1 í -

Π

2
£ z £

Π

2

EHz È mL µ z -
2 z - sinH2 zL

8
 m -

1

256
H12 z - 8 sinH2 zL + sinH4 zLL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

EHz È mL � â
k=0

¥ 1

22 k  k !
 -

1

2 k
z

2 k

k
+ â

j=1

k H-1L j

j
 

2 k

k - j
sinH2 j zL mk �;  m¤ < 1 í -

Π

2
£ z £

Π

2

PHn; z È mL µ
tanh-1I n - 1 tanHzLN

n - 1
+

sin3HzL
6

 F1

3

2
;

1

2
, 1;

5

2
; sin2HzL, n sin2HzL  m +

3 sin5HzL
40

F1

5

2
;

1

2
, 1;

7

2
; sin2HzL, n sin2HzL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

PHn; z È mL � sinHzL â
k=0

¥ J 1

2
N
k

sin2 kHzL
H2 k + 1L k !

 F1 k +
1

2
;

1

2
, 1; k +

3

2
; sin2HzL, n sin2HzL mk �;  m¤ < 1 í -

Π

2
£ z £

Π

2

ZHz È mL µ
1

4
sinH2 zL m +

1

16
sinH2 zL -

1

64
sinH4 zL m2 + ¼ �; Hm ® 0L.

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, and PHn; z È mL have the following series expansions at the point m � 1:

FHz È mL µ logHsecHzL + tanHzLL +
1

4
HsecHzL tanHzL - logHsecHzL + tanHzLLL Hm - 1L +

3

256
I-5 sinH3 zL sec4HzL + 3 tanHzL sec3HzL + 12 logHsecHzL + tanHzLLM Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L í  Re z¤ <

Π

2

FHz È mL � sinHzL â
k=0

¥ J 1

2
N
k
 sin2 kHzL

H2 k + 1L k !
2F1 k +

1

2
, k + 1; k +

3

2
; sin2HzL Hm - 1Lk

EHz È mL µ cos2HzL tanHzL +
1

4
secHzL cos2HzL HcosH2 zL + 3L secHzL - 2 tanHzL - 2 tanh-1HsinHzLL Hm - 1L +

1

32
3 HcosH2 zL - 3L tanHzL sec3HzL +

2 HcosH2 zL + 7L tan3HzL
cos2HzL + 6 tanh-1HsinHzLL Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L í  ReHzL¤ £

Π

2

EHz È mL �

cos2HzL tanHzL + â
j=0

¥ H4 j + cosH2 zL + 3L J 1

2
N

j
tan2 j+1HzL

4 cos2HzL H j + 1L !

-
GJ j + 1

2
N sin2 j+1HzL
Π j !

 2F1 j +
1

2
, j + 2; j +

3

2
; sin2HzL Hm - 1L j+1
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PHn; z È mL µ
n tanh-1I n sinHzLN - tanh-1HsinHzLL

n - 1
-

1

4 Hn - 1L2
 JHn + 1L tanh-1HsinHzLL - 2 n tanh-1I n sinHzLN + Hn - 1L secHzL tanHzLN Hm - 1L +

3

64 Hn - 1L3

1

2
Hn - 1L H-3 n + Hn - 5L cosH2 zL - 1L tanHzL sec3HzL + In2 - 6 n - 3M tanh-1HsinHzLL + 8 n tanh-1I n sinHzLN  

Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L í  ReHzL¤ £
Π

2

PHn; z È mL � sinHzL â
k=0

¥ J 1

2
N
k

sin2 kHzL
H2 k + 1L k !

 F1 k +
1

2
; k + 1, 1; k +

3

2
; sin2HzL, n sin2HzL Hm - 1Lk.

Other series representations

The incomplete elliptic integrals FIsin-1HzL É mM and EIsin-1HzL É mM have the following series expansions at the point z � 0:

FIsin-1HzL É mM µ z +
m + 1

6
 z3 +

3 + 2 m + 3 m2

40
 z5 + ¼ �; Hz ® 0L

FIsin-1HzL É mM � â
k=0

¥ mk J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k;

1

m
z2 k+1 �;  z¤ < 1

EIsin-1HzL É mM µ z +
1 - m

6
z3 +

3 - 2 m - m2

40
 z5 + ¼ �; Hz ® 0L

EIsin-1HzL É mM � â
k=0

¥ mk J- 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
2F1

1

2
, -k;

1

2
- k;

1

m
z2 k+1 �;  z¤ < 1.

The incomplete elliptic integrals FIsin-1HzL É mM and EIsin-1HzL É mM have the following series expansions at the point m � 0:

FIsin-1HzL É mM µ sin-1HzL -
1

4
z 1 - z2 - sin-1HzL m -

3

64
z I2 z2 + 3M 1 - z2 - 3 sin-1HzL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

FIsin-1HzL É mM � â
k=0

¥ J 1

2
N
k

z2 k+1

H2 k + 1L k !
2F1

1

2
, k +

1

2
; k +

3

2
; z2 mk �;  m¤ < 1

EIsin-1HzL É mM µ sin-1HzL +
1

4
z 1 - z2 - sin-1HzL m +

1

64
z 1 - z2 I2 z2 + 3M - 3 sin-1HzL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

EIsin-1HzL É mM � â
k=0

¥ J- 1

2
N
k

z2 k+1

H2 k + 1L k !
2F1

1

2
, k +

1

2
; k +

3

2
; z2 mk �;  m¤ < 1.

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL can be represented through different kinds of

series, for example:
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FHz È mL �
sinHzL
sin2HzL

 KHmL - cosHzL â
k=0

¥ mk J 1

2
N
k

k !
2F1

1

2
,

1

2
- k;

3

2
; cos2HzL �;  cosHzL¤ < 1

FHz È mL �
2 z

Π
KHmL + â

k=1

¥ J 1

2
N
k

k !
 K m

4
Ok â

j=0

k-1 H-1Lk- j 2 k
j

j - k
 sinH2 H j - kL zL

EHz È mL � EHmL -
Π

2
+ z - cosHzL â

j=0

¥ J 1

2
N

j
J 1

2
N

j

J 3

2
N

j
j !

 2F1 -
1

2
,

1

2
;

1

2
- j; m - 1 cos2 jHzL �;  cosHzL¤ < 1

EHz È mL �
2 z

Π
 EHmL + â

k=0

¥ J- 1

2
N
k

I m

4
Mk

k !
 â
j=0

k-1 H-1Lk- j

j - k

2 k
j

 sinH2 H j - kL zL

PHn; z È mL � â
k=0

¥

nk 1 +
m

n
-

Π

2 GJ 1

2
- kN Hk + 1L !

m

n

k+1

2F1 1, k +
1

2
; k + 2; -

m

n

Π GJk + 1

2
N

2 k !
- cosHzL 2F1

1

2
,

1

2
- k;

3

2
; cos2HzL �; 0 £ m < 1 í 0 £ n < 1 í 0 £ z £

Π

2

PHn; z È mL µ â
k=0

¥ â
i=0

¥ â
j=0

¥ nk Jk + 1

2
N
i+ j

J 1

2
N
i

J 1

2
N

j
m j sin2 i+2 j+2 k+1HzL

H2 k + 1L Jk + 3

2
N
i+ j

i! j !

PHn; z È mL µ â
k=0

¥ nk sin2 k+1HzL
2 k + 1

F1 k +
1

2
;

1

2
,

1

2
; k +

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL

PHn; z È mL µ â
k=0

¥ J 1

2
N
k

mk

k !
â
j=0

¥ J 1

2
N

j+k
n j

H j + kL !
 z -

1

2
sinH2 zL â

i=0

j+k-1 i! sin2 iHzL
J 3

2
N
i

ZHz È mL �
2 Π

KHmL â
k=1

¥ qHmLk

1 - qHmL2 k
 sin

Hk ΠL FHz È mL
KHmL ,

where qHmL is an elliptic nome and KHmL is a complete elliptic integral.

Integral representations

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL have the following integral representations:

FHz È mL � à
0

z 1

1 - m sin2HtL
 â t

http://functions.wolfram.com 12



FHz È mL � à
0

sinHzL 1

1 - t2 1 - m t2

 â t �; -
Π

2
< z <

Π

2

EHz È mL � à
0

z

1 - m sin2HtL  â t

EHz È mL � à
0

sinHzL 1 - m t2

1 - t2

 â t �; -
Π

2
< z <

Π

2

PHn; z È mL � à
0

z 1

I1 - n sin2HtLM 1 - m sin2HtL
 â t

PHn; z È mL � à
0

sinHzL 1

I1 - n t2M 1 - t2 1 - m t2

 â t �; -
Π

2
£ z £

Π

2

PHn; z È mL � à
0

FHzÈmL 1

1 - n snHt È mL2
 â t

ZHz È mL � à
0

z

1 - m sin2HtL -
EHmL

KHmL 1 - m sin2HtL
 â t

ZHz È mL � à
0

sinHzL 1

1 - t2

 1 - m t2 -
EHmL

KHmL 1 - m t2

 â t �; -
Π

2
< z <

Π

2
.

Transformations

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL with linear arguments can sometimes be simpli-

fied, for example:

FH-z È mL � -F Hz È mL EH-z È mL � -E Hz È mL PHn; -z È mL � -P Hn; z È mL ZH-z È mL � -Z Hz È mL
FHz + Π k È mL � FHz È mL + 2 k KHmL �; k Î Z

EHz + Π k È mL � EHz È mL + 2 k EHmL �; k Î Z

PHn; z + Π k È mL � PHn; z È mL + 2 k PHn È mL �; k Î Z ì -1 £ n £ 1

ZHz + Π k È mL � ZHz È mL �; k Î Z.

In some cases, simplification can be realized for more complicated arguments, for example:

F sin-1I m sinHzLN 1

m
� m FHz È mL �; -

Π

2
< z <

Π

2

F
1

2
sin-1

m tanHzL + H1 - mL tan4HzL + tan2HzL
tan2HzL + 1

4 m

I m + 1N2
�

m + 1

2
FHz È mL �; 0 £ m < 1 ß 0 £ z < 1.
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Sums of the incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL with different values z � z1 and  z � z2

can be evaluated by the following summation formulas:

FHz1 È mL + FHz2 È mL � F sin-1
cosHz2L 1 - m sin2Hz2L sinHz1L + cosHz1L 1 - m sin2Hz1L sinHz2L

1 - m sin2Hz1L sin2Hz2L m �;
0 £ m < 1 ì  z1¤ < 1 ì  z2¤ < 1

EHz1 È mL + EHz2 È mL � EIsin-1HwL É mM + m w sinHz1L sinHz2L �;
w �

cosHz2L 1 - m sin2Hz2L sinHz1L + cosHz1L 1 - m sin2Hz1L sinHz2L
1 - m sin2Hz1L sin2Hz2L í 0 £ m < 1 í  z1¤ < 1 í  z2¤ < 1

PHn; z1 È mL + PHn; z2 È mL � PHn; z È mL -
n

H1 - nL Hn - mL tan-1
H1 - nL n Hn - mL sinHzL sinHz1L sinHz2L

-n sin2HzL + n cosHzL 1 - m sin2HzL sinHz1L sinHz2L + 1

�;

z � cos-1
cosHz1L cosHz2L - sinHz1L sinHz2L I1 - m sin2Hz1LM I1 - m sin2Hz2LM

1 - m sin2Hz1L sin2Hz2L í 0 < m < n < 1 í 0 < z1 < 1 í 0 < z2 < 1

ZHz1 È mL + ZHz2 È mL � ZHz È mL - m sinHz1L sinHz2L sinHzL �;
z � 2 tan-1

sinHz1L 1 - m sin2Hz2L - sinHz2L 1 - m sin2Hz1L
cosHz1L - cosHz2L í 0 < m < 1 í  z1¤ < 1 í  z2¤ < 1.

Identities

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL satisfy numerous identities, for example:

FHz È mL �
1

m
 F sin-1I m sinHzLN 1

m
�; -

Π

2
< z <

Π

2

FHz È mL �
2

m + 1
 F

1

2
sin-1

m tanHzL + H1 - mL tan4HzL + tan2HzL
tan2HzL + 1

4 m

I m + 1N2
�; 0 £ m < 1 ß 0 £ z < 1

PHn; z È mL �
1

m
 P

n

m
; sin-1I m sinHzLN 1

m
�; -

Π

2
< z <

Π

2

PIn; ä sinh-1HtanHzLL É 1 - mM �
ä

1 - n
 HFHz È mL - n PH1 - n; z È mLL

EHΦ È mL FHΘ È mL + cotHΘL IPIm sin2HΘL; Φ È mM - FHΦ È mLM 1 - m sin2HΘL �

cotHΦL 1 - m sin2HΦL IPIm sin2HΦL; Θ È mM - FHΘ È mLM + EHΘ È mL FHΦ È mL
ZHz È mL � ä dnH-ä FHz È mL È 1 - mL scH-ä FHz È mL È 1 - mL - ä ZHamH-ä FHz È mL È 1 - mL È 1 - mL -

Π FHz È mL
2 KHmL KH1 - mL .
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Representations of derivatives

The first derivative of the incomplete elliptic integral  PHn; z È mL with respect to variable n has the following representation:

¶PHn; z È mL
¶n

�
1

2 Hm - nL Hn - 1L  EHz È mL +
m - n

n
 FHz È mL +

n2 - m

n
 PHn; z È mL -

n 1 - m sin2HzL sinH2 zL
2 I1 - n sin2HzLM .

The previous formula can be generalized to the pth derivative: 

¶p PHn; z È mL
¶np

� n-p sinHzL â
k=0

¥ k ! In sin2HzLMk

H2 k + 1L GHk - p + 1L  F1 k +
1

2
;

1

2
,

1

2
; k +

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL �; p Î N.

The first derivatives of the incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL with respect to variable z

have the following simple representations:

¶FHz È mL
¶z

�
1

1 - m sin2HzL
¶EHz È mL

¶z
� 1 - m sin2HzL

¶PHn; z È mL
¶z

�
1

1 - m sin2HzL I1 - n sin2HzLM
¶ZHz È mL

¶z
� 1 - m sin2HzL -

EHmL
KHmL 1 - m sin2HzL

.

The previous formulas can be generalized to the arbitrary-order symbolic derivatives: 

¶n FHz È mL
¶zn

� FHz È mL ∆n + â
j=1

n 1

j !
 â
k1=0

j-1
j

k1
â
k2=0

j-k1 H-1Lk1 2k1- j sink1 HzL Hk1 + 2 k2 - jLn ã-
1

2
ä HΠ H j+n-k1-2 k2L+2 H- j+k1+2 k2L zL j - k1

k2

â
i=0

j-1 H1 - jL2 H j-iL-2

H j - i - 1L ! H2 sinHzLL j-2 i-1
 â
i1=0

i i

i1

1

2 i1

1

2 i-i1

mi-i1 cos-2 i1-1HzL I1 - m sin2HzLM-i+i1-
1

2 �; n Î N

¶n EHz È mL
¶zn

� EHz È mL ∆n + â
j=1

n 1

j !
 â
k1=0

j-1
j

k1
â
k2=0

j-k1 H-1Lk1 2k1- j sink1 HzL Hk1 + 2 k2 - jLn ã-
1

2
ä HΠ H j+n-k1-2 k2L+2 H- j+k1+2 k2L zL j - k1

k2

â
i=0

j-1 H1 - jL2 H j-iL-2

H j - i - 1L ! H2 sinHzLL j-2 i-1
â
i1=0

i i

i1

1

2 i1

-
1

2 i-i1

mi-i1 cos-2 i1-1HzL I1 - m sin2HzLM-i+i1+
1

2 �; n Î N
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¶p PHn; z È mL
¶zp

�

PHn; z È mL ∆p + â
j=1

p 1

j !
 â
k1=0

j-1
j

k1
â
k2=0

j-k1 H-1Lk1 2k1- j sink1 HzL Hk1 + 2 k2 - jLp ã-
1

2
ä HΠ H j+p-k1-2 k2L+2 H- j+k1+2 k2L zL j - k1

k2

â
i=0

j-1 H1 - jL2 H j-iL-2

H j - i - 1L ! H2 sinHzLL j-2 i-1
â
i1=0

i â
i2=0

i â
i3=0

i H-1Li1 ∆-i+i1+i2+i3 Hi1 + i2 + i3; i1, i2, i3L ni1 mi3

H-i1Li1

1

2 i2

1

2 i3

I1 - n sin2HzLM-i1-1
cos-2 i2-1HzL I1 - m sin2HzLM-i3-

1

2 �; p Î N

¶n ZHz È mL
¶zn

� ∆n ZHz È mL - â
j=1

n 1

j !
 â
k1=0

j-1
j

k1

â
k2=0

j-k1 H-1Lk1 sink1 HzL Hk1 + 2 k2 - jLn ã-
1

2
ä HΠ H j+n-k1-2 k2L+2 H- j+k1+2 k2L zL j - k1

k2
â
i=0

j-1 22 i-2 j+k1 H1 - jL2 H j-iL-2

H j - i - 1L ! sin j-2 i-1HzL  â
i1=0

i i

i1

1

2 i1

mi-i1 cos-2 i1-1HzL 1

2 i-i1-1
I1 - m sin2HzLM-i+i1-

1

2 I1 - m sin2HzLM -
EHmL
KHmL  H2 i1 - 2 i + 1L �; n Î N.

The first derivatives of the incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL and ZHz È mL with respect to variable m

have the following representations:

¶FHz È mL
¶m

�
EHz È mL

2 H1 - mL m
-

FHz È mL
2 m

-
sinH2 zL

4 H1 - mL 1 - m sin2HzL
¶EHz È mL

¶m
�

EHz È mL - FHz È mL
2 m

¶PHn; z È mL
¶m

�
1

2 Hn - mL  
1

m - 1
 EHz È mL + PHn; z È mL -

m sinH2 zL
2 Hm - 1L 1 - m sin2HzL

¶ZHz È mL
¶m

�
1

2 m
 1 +

EHmL
Hm - 1L KHmL ZHz È mL -

EHmL sinH2 zL
4 Hm - 1L 1 - m sin2HzL  KHmL

.

The previous formulas can be generalized to the arbitrary-order symbolic derivatives: 

¶n FHz È mL
¶mn

�
H-1Ln Π sin2 n+1HzL

H2 n + 1L GJ 1

2
- nN F1 n +

1

2
;

1

2
, n +

1

2
; n +

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL �; n Î N

¶n EHz È mL
¶mn

�
H-1Ln Π sin2 n+1HzL
2 H2 n + 1L GJ 3

2
- nN F1 n +

1

2
;

1

2
, n -

1

2
; n +

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL �; n Î N

¶p PHn; z È mL
¶mp

� m-p sinHzL â
k=0

¥ J 1

2
N
k

Im sin2HzLMk

H2 k + 1L GHk - p + 1L  F1 k +
1

2
;

1

2
, 1; k +

3

2
; sin2HzL, n sin2HzL �; p Î N.
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Integration

The indefinite integral of the incomplete elliptic integral PHn; z È mL with respect to variable n has the following representa-

tion through the infinite series that includes the Appell F1 hypergeometric function of two variables:

à PHn; z È mL â n � sinHzL n â
k=0

¥ In sin2HzLMk

H2 k + 1L Hk + 1L  F1 k +
1

2
;

1

2
,

1

2
; k +

3

2
; sin2HzL, m sin2HzL .

The indefinite integrals of all incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and ZHz È mL with respect to variable

z have the following representations:

à FHz È mL â z �
z2

Π
 KHmL +

1

2
â
k=1

¥ H-1Lk H1 - cosH2 k zLL
k ! k2

1

2 k
2F1 k +

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m K m

4
Ok

à EHz È mL â z �
z2

Π
 EHmL +

1

2
â
k=1

¥ H-1Lk H1 - cosH2 k zLL
k ! k2

 -
1

2 k
2F1 k -

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m K m

4
Ok

à PHn; z È mL â z �

â
j=0

¥ â
l=0

¥ â
k=0

¥ H-1L j+k+l-1 ml nk 2-2 j-2 k-2 l

H2 j + 2 k + 2 l + 1L j ! l!

1

2 j

1

2 l
â
p=0

j+k+l H-1Lp cosHH2 j + 2 k + 2 l - 2 p + 1L zL
2 j + 2 k + 2 l - 2 p + 1

 
2 j + 2 k + 2 l + 1
p

à ZHz È mL â z �

1

2
â
k=1

¥ H-1Lk H1 - cosH2 k zLL
k ! k2

 -
1

2 k
2F1 k -

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m +

H2 k - 1L EHmL
KHmL 2F1 k +

1

2
, k +

1

2
; 2 k + 1; m K m

4
Ok

.

The indefinite integrals of incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, and PHn; z È mL with respect to variable m can be

expressed in closed forms by the following formulas:

à FHz È mL â m � 2 cosH2 zL m - 2 m + 4 cotHzL + 2 EHz È mL + 2 Hm - 1L FHz È mL
à EHz È mL â m �

2

3
Hm + 1L EHz È mL - H1 - mL FHz È mL - cotHzL 1 - 1 - m sin2HzL

à PHn; z È mL â m � 2 cosH2 zL m - 2 m + 4 cotHzL + 2 EHz È mL - 2 FHz È mL + 2 Hm - nL PHn; z È mL.
Differential equations

The incomplete elliptic integrals FHz È mL, EHz È mL, PHn; z È mL, and  ZHz È mL satisfy the following differential equations:

H1 - mL m
¶2 wHmL

¶m2
+ H1 - 2 mL ¶wHmL

¶m
-

wHmL
4

� -
sinH2 zL

8 I1 - m sin2HzLM3�2 �; wHmL � FHz È mL

¶wHzL
¶z

- 1
¶wHzL

¶z

2 ¶wHzL
¶z

+ 1 Hm - 1L ¶wHzL
¶z

2

+ 1 -
¶2 wHzL

¶z2

2

� 0 �; wHzL � FHz È mL
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H1 - mL m
¶2 wHmL

¶m2
+ H1 - mL ¶wHmL

¶m
+

wHmL
4

�
sinH2 zL

8 1 - m sin2HzL
�; wHmL � EHz È mL

¶wHzL
¶z

4

+
¶2 wHzL

¶z2

2

+ m - 2
¶wHzL

¶z

2

� m - 1 �; wHzL � EHz È mL

8 Hm - 1L m Hm - nL ¶3 wHmL
¶m3

+ 4 I11 m2 - 6 n m - 7 m + 2 nM ¶2 wHmL
¶m2

+ 6 H7 m - n - 2L ¶wHmL
¶m

+ 3 wHmL �
3 sinH2 zL

2 I1 - m sin2HzLM5

�;

wHmL � PHn; z È mL
2 Hn - 1L Hm - nL n

¶3 wHnL
¶n3

+ I-13 n2 + 8 m n + 8 n - 3 mM ¶2 wHnL
¶n2

+ 4 Hm - 4 n + 1L ¶wHnL
¶n

- 2 wHnL �
1 - m sin2HzL sinH2 zL

In sin2HzL - 1M3
�;

wHnL � PHn; z È mL
Iw¢HzL2 - 1M I4 w¢HzL2 Hm - nL3 + 27 m2 nM2 IHm - 1L Hn - 1L2 w¢HzL2 + 1M w¢HzL6 + I8 Hm - 1L Hm - nL5 Hn - 1L n w¢HzL6 -

2 Hm - nL2 I4 Hn - 1L H3 n - 2L m4 + n H3 n H5 - 11 nL + 8L m3 - 3 Hn - 9L n2 H2 n - 1L m2 + 2 Hn - 10L n3 m + 4 n4M w¢HzL4 -

9 m2 n IH6 n H3 n - 5L + 16L m3 + 3 n Hn H3 n - 16L + 4L m2 - 3 Hn - 12L n2 m - 10 n3M w¢HzL2 - 243 m4 n2M w¢¢HzL2 w¢HzL4 +

n I-27 n m4 - Hm - nL2 Hm H9 n - 8L - 10 nL w¢HzL2 m2 + Hm - 1L Hm - nL4 n w¢HzL4M w¢¢HzL4 w¢HzL2 -

m4 n2 w¢¢HzL6 � 0 �; wHzL � PHn; z È mL
m2 cos2HzL sin2HzL wH1,0LHz, mL2

+ Im sin2HzL - 1M
J4 m2 cos2HzL sin2HzL + Im sin2HzL - 1M wH2,0LHz, mL2

+ m sinH2 zL wH1,0LHz, mL wH2,0LHz, mLN � 0 �; wHz, mL � ZHz È mL
16 EHmL6 + 8 Iw¢HzL2 + w¢¢HzL2 + 4 m - 8M KHmL EHmL5 +

Kw¢HzL4 + 2 Iw¢¢HzL2 + 16 Hm - 2LM w¢HzL2 + Iw¢¢HzL2 + 4 mM2
- 16 Iw¢¢HzL2 + 6 m - 6MO KHmL2 EHmL4 +

2 I5 Hm - 2L w¢HzL4 + I3 Hm - 2L w¢¢HzL2 + 4 HHm - 14L m + 14LM w¢HzL2 - 4 Hm - 1L Iw¢¢HzL2 + 4 Hm - 2LMM KHmL3 EHmL3 +

IHm - 2L w¢HzL6 + IHm - 2L w¢¢HzL2 + Hm - 54L m + 54M w¢HzL4 - 2 Hm - 1L I9 w¢¢HzL2 + 16 Hm - 2LM w¢HzL2 + 16 Hm - 1L2M
KHmL4 EHmL2 - 2 Hm - 1L KHmL5 w¢HzL2 I6 w¢HzL4 + I4 w¢¢HzL2 + 5 m - 10M w¢HzL2 - 4 m + 4M EHmL -

Hm - 1L KHmL6 w¢HzL4 Iw¢HzL4 + Iw¢¢HzL2 + m - 2M w¢HzL2 - m + 1M � 0 �; wHzL � ZHz È mL.
Applications of incomplete elliptic integrals

Applications  of  incomplete  elliptic  integrals  include  geometry,  physics,  mechanics,  electrodynamics,  statistical

mechanics, astronomy, geodesy, geodesics on conics, and magnetic field calculations.
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