
Introductions to JacobiSN
Introduction to the Jacobi elliptic functions

General

Historical remarks

Jacobi functions are named for the famous mathematician C. G. J. Jacobi. In 

1827 he introduced the elliptic amplitude amHz È mL as the inverse function of the elliptic integral FHz È mL by the

variable z and investigated the twelve functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL,
ndHz È mL, nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL. In the same year, N. H. Abel independently studied properties

of these 

functions. But earlier K. F. Gauss (1799) gave some attention to one of these 

function, namely snHz È mL. 
The modern notations for Jacobi functions were introduced later in the 

works of C. Gudermann (1838) (for functions cn, dn, and sn) and J. Glaisher (1882) (for functions cd, cs, dc, ds, nc,

nd, ns, sc, and sd). V. A. Puiseux (1850) showed that amplitude am is a multivalued function.

Periodic functions

An  analytic  function  f HzL  is  called  periodic  if  there  exists  a  complex  constant  Ρ ¹ 0,  such  that

f Hz + ΡL � f HzL �; z Î C. The number Ρ (with minimal possible value of  Ρ¤) is called the period of the function f HzL. 
Examples of well-known singly periodic functions are the 

exponential functions and all the trigonometric and hyperbolic functions: ãz, sin(z), cos(z), csc(z), sec(z), tan(z),

cot(z), sinh(z), cosh(z), csch(z), 

sech(z), tanh(z), and coth(z), which have periods Ρ = 2 Π ä, Ρ = 2 Π, Ρ = Π, Ρ = 2 Π ä, and Ρ = Π ä. The study of such

functions can be restricted to any period-strip 8z0 + Α Ρ �; 0 £ Α < 1 ì z0 Î C<, because outside this strip, the values of these functions coincide with 

their corresponding values inside the strip.  

Nonconstant analytic functions over the field of complex numbers cannot have 

more than two independent periods. So, generically, periodic functions can 

satisfy the following relations:

f Hz + n ΡL � f HzL �; n Î Z

f Hz + m Ρ1 + n Ρ2L � f HzL �; 8m, n< Î Z í Im
Ρ1

Ρ2

¹ 0,



where Ρ, Ρ1, and Ρ2  are periods (basic primitive periods). The condition ImJ Ρ1

Ρ2
N ¹ 0 for doubly periodic functions

implies the existence of a 

period-parallelogram 8z0 + Α1 Ρ1 + Α2 Ρ2 �; 0 £ Α1 < 1 ì 0 £ Α1 < 1 ì z0 Î C<,  which is  the analog of the period-

strip 8z0 + Α Ρ �; 0 £ Α < 1 ì z0 Î C< for the singly periodic function with period Ρ.

In the case z0 � 0 í ImJ Ρ1

Ρ2
N > 0, this parallelogram is called the basic fundamental 

period-parallelogram:  R0,0 � 8Α1 Ρ1 + Α2 Ρ2 �; 0 £ Α1 < 1 ì 0 £ Α2 < 1<.  The  two  line  segments8Αi Ρi �; 0 £ Αi < 1< �; i � 1, 2 lying on the boundary of the period-parallelogram and beginning from the 

origin 0 belong to R0,0. The region R0,0  includes only one corner point 0 from four points lying at the boundary of

parallelogram  with  corners  in  80, Ρ1, Ρ1 + Ρ2, Ρ2<.  Sometimes  the  convention

R0,0 � 8Α1 Ρ1 + Α2 Ρ2 �; -1 � 2 £ Α1 < 1 � 2 ì -1 � 2 £ Α2 < 1 � 2< is used.

The set of all such period-parallelograms:

Rm,n � 8m Ρ1 + n Ρ2 + Α1 Ρ1 + Α2 Ρ2 �; 0 £ Α1 < 1 ì 0 £ Α2 < 1 ì m Î Z ì n Î Z<
covers all complex planes: C � 8Rm,n È -¥ < m, n < ¥ ì m Î Z ì n Î Z<. 
Any doubly periodic function EHzL is called an elliptic function. The set of numbers m Ρ1 + n Ρ2 �; 8m, n< Î Z is

called the period-lattice for the elliptic function EHzL.
An elliptic function EHzL, which does not have poles in the period-parallelogram, is equal 

to the constant Liouville's theorem.

Nonconstant elliptic (doubly periodic) functions EHzL  cannot be entire functions (this is not the case for singly

periodic 

functions, for example, sinHzL is an entire function.

Any nonconstant elliptic function EHzL has at least two simple poles or at least one double pole in any period

-parallelogram. The sum of all its residues at the poles inside a 

period-parallelogram is zero.

The number of zeros and poles of a nonconstant elliptic function EHzL in a fundamental period-parallelogram P are

finite.

The number of zeros of EHzL - A, where A is any complex number, in a fundamental period-parallelogram R0,0 does

not depend on the value A and coincides with the number s of the poles b1, b2, ¼, bs  counted according to their

multiplicity (s is called the order of the elliptic function EHzL). 
The simplest elliptic function has order two.

Let a1, a2, ¼, ar (and b1, b2, ¼, bs) be the zeros (and poles) of a nonconstant elliptic function EHzL in a fundamen-

tal period-parallelogram R0,0, both listed one or more times according to their multiplicity. This 

results in the following:  
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r � s

â
j=1

r

a j - â
k=1

s

bk � Μ Ρ1 + Ν Ρ2 �; a j Î R0,0 ì bk Î R0,0 ì EIa jM � 0 ì 1 � EHbkL � 0 ì Μ Î Z ì Ν Î Z.

So, the number of zeros of a nonconstant elliptic function EHzL  in the fundamental period-parallelogram R0,0  is

equal to the number of poles there and counted according to their 

multiplicity. The sum of zeros of a nonconstant elliptic function EHzL in the fundamental period-parallelogram R0,0

differs from the sum of its poles by a period Μ Ρ1 + Ν Ρ2, where Μ Î Z ì Ν Î Z and the values of Μ, Ν depend on

the function EHzL. 
All elliptic functions EHzL satisfy a common fundamental property, which generalizes addition, 

duplication, and multiple angle properties for the trigonometric and 

hyperbolic functions such as sinHz1 + z2L, sinHn zL �; n Î N
+. It can be formulated as:

                           EIÚk=1
n zkM,

 which can be expressed as an algebraic function of EHzkL �; 1 £ k £ n. In other words, there exists an irreducible

polynomial CHt1, t2, ¼, tn+1L in n + 1 variables with constant coefficients, for which the following relation 

holds: 

C EHz1L, EHz2L, ¼, EHznL, E â
k=1

n

zk � 0.

Conversely, among all smooth functions, only elliptic functions and their 

degenerations have algebraic addition theorems.

The simplest elliptic functions (of order two) can be divide into the 

following two classes:

(1) Functions that at the period-parallelogram R0,0 have only a double pole with a residue zero (e.g., the Weierstrass 

elliptic functions   ÃHz; g2, g3L).
(2) Functions that at the period-parallelogram R0,0  have only two simple poles with residues, which are equal in

absolute 

value but opposite in sign (e.g., the Jacobian elliptic functions cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,
dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL).
Jacobian elliptic functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL arise as solutions to the differential equation:

w¢¢HzL � Α wHzL + Β wHzL,3
with the following coefficients:
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Α Β

cdHz È mL -m - 1 2 m
cnHz È mL 2 m - 1 -2 m

csHz È mL 2 - m 2

dcHz È mL -m - 1 2

dnHz È mL 2 - m -2

dsHz È mL 2 m - 1 2
ncHz È mL 2 m - 1 2 - 2 m

ndHz È mL 2 - m 2 m - 2
nsHz È mL -m - 1 2

scHz È mL -m + 2 2 - 2 m

sdHz È mL 2 m - 1 2 mHm - 1L
snHz È mL -m - 1 2 m

.

Definitions of Jacobi functions

The Jacobi  elliptic  amplitude amHz È mL  and the twelve Jacobi  functions cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,
dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,  nsHz È mL,  scHz È mL,  sdHz È mL,  and snHz È mL  are  defined by the following

formulas:

w � amHz È mL �; z � FHw È mL ß 0 £ m £ 1

cnHz È mL � cosHamHz È mLL
dnHz È mL �

¶amHz È mL
¶z

snHz È mL � sinHamHz È mLL
cdHz È mL �

cnHz È mL
dnHz È mL

csHz È mL �
cnHz È mL
snHz È mL

dsHz È mL �
dnHz È mL
snHz È mL

dcHz È mL �
1

cdHz È mL �
dnHz È mL
cnHz È mL

scHz È mL �
1

csHz È mL �
snHz È mL
cnHz È mL

sdHz È mL �
1

dsHz È mL �
snHz È mL
dnHz È mL

ncHz È mL �
1

cnHz È mL
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ndHz È mL �
1

dnHz È mL
nsHz È mL �

1

snHz È mL .

It is apparent that the amplitude function amHz È mL is the inverse function to elliptic integral FHw È mL � z, and the

functions cnHz È mL, snHz È mL, and dnHz È mL are the basic Jacobi functions that are built as the cosine, sine, and 

derivative of the amplitude function amHz È mL. The other nine Jacobi functions are the ratios of these three basic 

Jacobi functions or their reciprocal functions.

A quick look at the Jacobi functions

Here is a quick look at the graphics for the twelve Jacobi elliptic 

functions along the real axis for m = 1 � 2.

-4 -2 0 2 4
x

-4

-2

0

2

4

f

nsHx È 0.5L
ncHx È 0.5L
ndHx È 0.5L
snHx È 0.5L
scHx È 0.5L
sdHx È 0.5L
cnHx È 0.5L
csHx È 0.5L
cdHx È 0.5L
dnHx È 0.5L
dsHx È 0.5L
dcHx È 0.5L

Connections within the group of Jacobi functions and with other elliptic 
functions

Representations through related equivalent functions

The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL can be represented through the Weierstrass sigma functions:

cdHz È mL �

Σ1
z

e1-e3

; g2, g3

Σ2
z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

cnHz È mL �

Σ1
z

e1-e3

; g2, g3

Σ3
z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<
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csHz È mL �
1

e1 - e3

Σ1
z

e1-e3

; g2, g3

Σ z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

dcHz È mL �

Σ2
z

e1-e3

; g2, g3

Σ1
z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

dnHz È mL �

Σ2
z

e1-e3

; g2, g3

Σ3
z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

dsHz È mL �
1

e1 - e3

 

Σ2
z

e1-e3

; g2, g3

Σ z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

ncHz È mL �

Σ3
z

e1-e3

; g2, g3

Σ1
z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

ndHz È mL �

Σ3
z

e1-e3

; g2, g3

Σ2
z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<
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nsHz È mL �
1

e1 - e3

 

Σ3
z

e1-e3

; g2, g3

Σ z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

scHz È mL � e1 - e3

Σ z

e1-e3

; g2, g3

Σ1
z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

sdHz È mL � e1 - e3  

Σ z

e1-e3

; g2, g3

Σ2
z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

snHz È mL �

e1 - e3 Σ z

e1-e3

; g2, g3

Σ3
z

e1-e3

; g2, g3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<.
The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL can be represented through the Weierstrass Ã function:

cdHz È mL2 �

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e1

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e2

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

cnHz È mL2 �

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e1

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<
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csHz È mL2 �

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e1

e1 - e3

�;
8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ

Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

dcHz È mL2 �

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e2

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e1

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

dnHz È mL2 �

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e2

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

dsHz È mL2 �

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e2

e1 - e3

�;
8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ

Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

ncHz È mL2 �

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e3

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e1

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<

ndHz È mL2 �

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e3

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e2

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<
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nsHz È mL2 �

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e3

e1 - e3

�;
8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ

Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<
scJz e1 - e3 Ë mN2

�
e1 - e3

ÃHz; g2, g3L - e1

�;
8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ

Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<
sdHz È mL2 �

e1 - e3

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e2

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<
snHu È mL2 �

e1 - e3

Ã z

e1-e3

; g2, g3 - e3

�;

8Ω1, Ω2, Ω3< � 8Ω1Hg2, g3L, -Ω1Hg2, g3L - Ω3Hg2, g3L, Ω3Hg2, g3L< í m � Λ
Ω3

Ω1

í en � ÃHΩn; g2, g3L í n Î 81, 2, 3<.
The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL can be represented through the elliptic theta functions:

cdHz È mL � m-1�4 
J2J z Π

2 KHmL , qHmLN
J3J z Π

2 KHmL , qHmLN

cnHz È mL � H1 - mL1�4 m-1�4 J2J Π z

2 KHmL , qHmLN
J4J Π z

2 KHmL , qHmLN

csHz È mL � 1 - m
4

J2J Π z

2 KHmL , qHmLN
J1J Π z

2 KHmL , qHmLN

dcHz È mL � m
4

 
J3J Π z

2 KHmL , qHmLN
J2J Π z

2 KHmL , qHmLN

dnHz È mL � 1 - m
4

J3J Π z

2 KHmL , qHmLN
J4J Π z

2 KHmL , qHmLN
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dsHz È mL � Hm H1 - mLL1�4 J3J Π z

2 KHmL , qHmLN
J1J Π z

2 KHmL , qHmLN

ncHz È mL �
m

4

1 - m
4

J4J Π z

2 KHmL , qHmLN
J2J Π z

2 KHmL , qHmLN

ndHz È mL � H1 - mL-1�4 J4J Π z

2 KHmL , qHmLN
J3J Π z

2 KHmL , qHmLN

nsHz È mL � m
4

J4J Π z

2 KHmL , qHmLN
J1J Π z

2 KHmL , qHmLN

scHz È mL � H1 - mL-1�4 
J1J Π z

2 KHmL , qHmLN
J2J Π z

2 KHmL , qHmLN
sdHz È mL �

1

m
4

 1 - m
4

 
1

J3J Π z

2 KHmL , qHmLN J1

Π z

2 KHmL , qHmL

snHz È mL �
1

m
4

 
J1J Π z

2 KHmL , qHmLN
J4J Π z

2 KHmL , qHmLN .

The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL can be represented through the Neville theta functions:

cdHz È mL �
JcHzÈmL
Jd HzÈmL cnHz È mL �

JcHzÈmL
JnHzÈmL csHz È mL �

JcHzÈmL
JsHzÈmL

dcHz È mL �
Jd HzÈmL
JcHzÈmL dnHz È mL �

Jd HzÈmL
JnHzÈmL dsHz È mL �

Jd HzÈmL
JsHzÈmL

ncHz È mL �
JnHzÈmL
JcHzÈmL ndHz È mL �

JnHzÈmL
Jd HzÈmL nsHz È mL �

JnHzÈmL
JsHzÈmL

scHz È mL �
JsHzÈmL
JcHzÈmL sdHz È mL �

JsHzÈmL
Jd HzÈmL snHz È mL �

JsHzÈmL
JnHzÈmL .

Relations to inverse functions

The  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL are connected with the corresponding inverse functions by the following 

formulas:

amHFHz È mL È mL � z �; m < 1 ë -
3

2
£ z £

3

2

FHamHz È mL È mL � z �; m £ 1 ß -2 £ z £ 2
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cdIcd-1Hz È mL É mM � z cnIcn-1Hz È mL É mM � z csIcs-1Hz È mL É mM � z

dcIdc-1Hz È mL É mM � z dnIdn-1Hz È mL É mM � z dsIds-1Hz È mL É mM � z

ncInc-1Hz È mL É mM � z ndInd-1Hz È mL É mM � z nsIns-1Hz È mL É mM � z

scIsc-1Hz È mL É mM � z sdIsd-1Hz È mL É mM � z snIsn-1Hz È mL É mM � z.

Representations through other Jacobi functions

By definition, the three basic Jacobi functions have the following 

representations through the amplitude function am:

cnHz È mL � cosHamHz È mLL
dnHz È mL � 1 - m sin2HamHz È mLL �; m < 1

snHz È mL � sinHamHz È mLL.
The other nine Jacobi functions can be easily expressed through the three 

basic Jacobi functions cnHz È mL, cnHz È mL, and dnHz È mL and, consequently, they can also be represented through the

amplitude 

function am.

The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL are interconnected by formulas that include rational functions, simple 

powers, and arithmetical operations from other Jacobi functions. These 

formulas can be divided into the following eleven groups:

Representations of cdHz È mL through other Jacobi functions are:

cdHz È mL � cnHzÈmL
dnHzÈmL cdHz È mL � cnHz È mL ndHz È mL

cdHz È mL2 � cnHzÈmL2

m cnHzÈmL2-m+1

cdHz È mL � csHzÈmL
dsHzÈmL cdHz È mL � csHz È mL sdHz È mL

cdHz È mL2 � csHzÈmL2

csHzÈmL2-m+1

cdHz È mL � 1

dcHzÈmL
cdHz È mL � 1

ncHzÈmL dnHzÈmL cdHz È mL2 � dnHzÈmL2+m-1

m dnHzÈmL2

cdHz È mL � 1

scHzÈmL dsHzÈmL cdHz È mL2 � 1 - 1-m

dsHzÈmL2

cdHz È mL � ndHzÈmL
ncHzÈmL cdHz È mL2 � 1

m-Hm-1L ncHzÈmL2

cdHz È mL � ndHä z È 1 - mL cdHz È mL2 � 1-H1-mL ndHzÈmL2

m

cdHz È mL2 � nsHzÈmL2-1

nsHzÈmL2-m
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cdHz È mL � sdHzÈmL
scHzÈmL cdHz È mL2 � 1

1-Hm-1L scHzÈmL2

cdHz È mL2 � 1 - H1 - mL sdHz È mL2

cdHz È mL2 � snHzÈmL2-1

m snHzÈmL2-1
.

Representations of cnHz È mL through other Jacobi functions are:

cnHz È mL � cdHz È mL dnHz È mL cnHz È mL � cdHzÈmL
ndHzÈmL cnHz È mL2 � Hm-1L cdHzÈmL2

m cdHzÈmL2-1

cnHz È mL � csHzÈmL
nsHzÈmL cnHz È mL � csHz È mL snHz È mL cnHz È mL2 � csHzÈmL2

csHzÈmL2+1

cnHz È mL � dnHzÈmL
dcHzÈmL cnHz È mL � 1

dcHzÈmL ndHzÈmL cnHz È mL2 � 1-m

dcHzÈmL2-m

cnHz È mL2 � dnHzÈmL2-1

m
+ 1

cnHz È mL2 � dsHzÈmL2+m-1

dsHzÈmL2+m

cnHz È mL � 1

ncHzÈmL cnHz È mL � ncHä z È 1 - mL
cnHz È mL2 � Hm-1L ndHzÈmL2+1

m ndHzÈmL2

cnHz È mL � 1

scHzÈmL nsHzÈmL cnHz È mL2 � 1 - 1

nsHzÈmL2

cnHz È mL � snHzÈmL
scHzÈmL cnHz È mL2 � 1

scHzÈmL2+1

cnHz È mL2 � Hm-1L sdHzÈmL2+1

m sdHzÈmL2+1

cnHz È mL2 � 1 - snHz È mL2 .

Representations of csHz È mL through other Jacobi functions are:

csHz È mL � cdHz È mL dsHz È mL csHz È mL � cdHzÈmL
sdHzÈmL csHz È mL2 � Hm-1L cdHzÈmL2

cdHzÈmL2-1

csHz È mL � cnHz È mL nsHz È mL csHz È mL � cnHzÈmL
snHzÈmL csHz È mL2 � cnHzÈmL2

1-cnHzÈmL2

csHz È mL � dsHzÈmL
dcHzÈmL csHz È mL � 1

dcHzÈmL sdHzÈmL csHz È mL2 � m-1

1-dcHzÈmL2

csHz È mL2 � dnHzÈmL2+m-1

1-dnHzÈmL2

csHz È mL2 � dsHz È mL2 + m - 1

csHz È mL � nsHzÈmL
ncHzÈmL csHz È mL � 1

ncHzÈmL snHzÈmL csHz È mL2 � 1

ncHzÈmL2-1
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csHz È mL2 � Hm-1L ndHzÈmL2+1

ndHzÈmL2-1

csHz È mL � ä nsHä z È 1 - mL csHz È mL2 � nsHz È mL2 - 1

csHz È mL � 1

scHzÈmL
csHz È mL2 � Hm-1L sdHzÈmL2+1

sdHzÈmL2

csHz È mL � ä

snHä zÈ1-mL csHz È mL2 � 1-snHzÈmL2

snHzÈmL2
.

Representations of dcHz È mL through other Jacobi functions are:

dcHz È mL � 1

cdHzÈmL
dcHz È mL � dnHzÈmL

cnHzÈmL dcHz È mL � 1

ndHzÈmL cnHzÈmL dcHz È mL2 � m cnHzÈmL2-m+1

cnHzÈmL2

dcHz È mL � dsHzÈmL
csHzÈmL dcHz È mL � 1

sdHzÈmL csHzÈmL dcHz È mL2 � csHzÈmL2-m+1

csHzÈmL2

dcHz È mL � dnHz È mL ncHz È mL dcHz È mL � dnHä z È 1 - mL dcHz È mL2 � m dnHzÈmL2

dnHzÈmL2+m-1

dcHz È mL � dsHz È mL scHz È mL dcHz È mL2 � dsHzÈmL2

dsHzÈmL2+m-1

dcHz È mL � ncHzÈmL
ndHzÈmL dcHz È mL2 � m - Hm - 1L ncHz È mL2

dcHz È mL � 1

ndHä zÈ1-mL dcHz È mL2 � m

1-H1-mL ndHzÈmL2

dcHz È mL2 � nsHzÈmL2-m

nsHzÈmL2-1

dcHz È mL � scHzÈmL
sdHzÈmL dcHz È mL2 � 1 - Hm - 1L scHz È mL2

dcHz È mL2 � 1

1-H1-mL sdHzÈmL2

dcHz È mL2 � m snHzÈmL2-1

snHzÈmL2-1
.

Representations of dnHz È mL through other Jacobi functions are:

dnHz È mL � cnHzÈmL
cdHzÈmL dnHz È mL � 1

cdHzÈmL ncHzÈmL dnHz È mL2 � m-1

m cdHzÈmL2-1

dnHz È mL � dcHz È mL cnHz È mL dnHz È mL2 � 1 - m + m cnHz È mL2

dnHz È mL2 � csHzÈmL2-m+1

csHzÈmL2+1

dnHz È mL � dcHzÈmL
ncHzÈmL dnHz È mL � dcHä z È 1 - mL dnHz È mL2 � Hm-1L dcHzÈmL2

m-dcHzÈmL2
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dnHz È mL � dsHz È mL snHz È mL dnHz È mL � dsHzÈmL
nsHzÈmL dnHz È mL2 � dsHzÈmL2

dsHzÈmL2+m

dnHz È mL2 � m

ncHzÈmL2
- m + 1

dnHz È mL � 1

ndHzÈmL
dnHz È mL � 1

sdHzÈmL nsHzÈmL dnHz È mL2 � 1 - m

nsHzÈmL2

dnHz È mL2 � H1-mL scHzÈmL2+1

scHzÈmL2+1

dnHz È mL � snHzÈmL
sdHzÈmL dnHz È mL2 � 1

m sdHzÈmL2+1

dnHz È mL � 1 - m snH-ä z + KH1 - mL - ä KHmL È 1 - mL dnHz È mL2 � 1 - m snHz È mL2 .

Representations of dsHz È mL through other Jacobi functions are:

dsHz È mL � csHzÈmL
cdHzÈmL dsHz È mL � 1

cdHzÈmL scHzÈmL dsHz È mL2 � 1-m

1-cdHzÈmL2

dsHz È mL2 � m cnHzÈmL2-m+1

1-cnHzÈmL2

dsHz È mL � dcHz È mL csHz È mL dsHz È mL2 � csHz È mL2 - m + 1

dsHz È mL � dcHzÈmL
scHzÈmL dsHz È mL2 � H1-mL dcHzÈmL2

dcHzÈmL2-1

dsHz È mL � dnHz È mL nsHz È mL dsHz È mL � dnHzÈmL
snHzÈmL dsHz È mL2 � m dnHzÈmL2

1-dnHzÈmL2

dsHz È mL2 � Hm-1L ncHzÈmL2-m

1-ncHzÈmL2

dsHz È mL � nsHzÈmL
ndHzÈmL dsHz È mL � 1

ndHzÈmL snHzÈmL dsHz È mL2 � m

ndHzÈmL2-1

dsHz È mL2 � nsHz È mL2 - m

dsHz È mL2 � 1-Hm-1L scHzÈmL2

scHzÈmL2

dsHz È mL � 1

sdHzÈmL
dsHz È mL2 � 1-m snHzÈmL2

snHzÈmL2
.

Representations of ncHz È mL through other Jacobi functions are:

ncHz È mL � 1

dnHzÈmL cdHzÈmL ncHz È mL � ndHzÈmL
cdHzÈmL ncHz È mL2 � m cdHzÈmL2-1

Hm-1L cdHzÈmL2

ncHz È mL � 1

cnHzÈmL ncHz È mL � cnHä z È 1 - mL
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ncHz È mL � nsHzÈmL
csHzÈmL ncHz È mL � 1

snHzÈmL csHzÈmL ncHz È mL2 � 1 + 1

csHzÈmL2

ncHz È mL � dcHzÈmL
dnHzÈmL ncHz È mL � ndHz È mL dcHz È mL ncHz È mL2 � dcHzÈmL2-m

1-m

ncHz È mL2 � m

dnHzÈmL2+m-1

ncHz È mL2 � dsHzÈmL2+m

dsHzÈmL2+m-1

ncHz È mL2 � m ndHzÈmL2

1-H1-mL ndHzÈmL2

ncHz È mL � nsHz È mL scHz È mL ncHz È mL2 � nsHzÈmL2

nsHzÈmL2-1

ncHz È mL � scHzÈmL
snHzÈmL ncHz È mL2 � scHz È mL2 + 1

ncHz È mL2 � m sdHzÈmL2+1

Hm-1L sdHzÈmL2+1

ncHz È mL2 � 1

1-snHzÈmL2 .

Representations of ndHz È mL through other Jacobi functions are:

ndHz È mL � cdHzÈmL
cnHzÈmL ndHz È mL � ncHz È mL cdHz È mL

ndHz È mL � cdHä z È 1 - mL ndHz È mL2 � m cdHzÈmL2-1

m-1

ndHz È mL � 1

cnHzÈmL dcHzÈmL ndHz È mL2 � 1

m cnHzÈmL2-m+1

ndHz È mL2 � csHzÈmL2+1

csHzÈmL2-m+1

ndHz È mL � ncHzÈmL
dcHzÈmL ndHz È mL2 � m-dcHzÈmL2

Hm-1L dcHzÈmL2

ndHz È mL � 1

dnHzÈmL
ndHz È mL � nsHzÈmL

dsHzÈmL ndHz È mL � 1

snHzÈmL dsHzÈmL ndHz È mL2 � dsHzÈmL2+m

dsHzÈmL2

ndHz È mL2 � ncHzÈmL2

H1-mL ncHzÈmL2+m

ndHz È mL � nsHz È mL sdHz È mL ndHz È mL2 � nsHzÈmL2

nsHzÈmL2-m

ndHz È mL2 � scHzÈmL2+1H1-mL scHzÈmL2+1

ndHz È mL � sdHzÈmL
snHzÈmL ndHz È mL2 � m sdHz È mL2 + 1 ndHz È mL � 1

dnHzÈmL
ndHz È mL2 � 1

1-m snHzÈmL2
ndHz È mL � 1

1-m snHKH1-mL-ä KHmL-ä zÈ1-mL .
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Representations of nsHz È mL through other Jacobi functions are:

nsHz È mL2 � m cdHzÈmL2-1

cdHzÈmL2-1

nsHz È mL � csHzÈmL
cnHzÈmL nsHz È mL � 1

cnHzÈmL scHzÈmL nsHz È mL2 � 1

1-cnHzÈmL2

nsHz È mL � ncHz È mL csHz È mL nsHz È mL � ä csHä z È 1 - mL
nsHz È mL2 � m-dcHzÈmL2

1-dcHzÈmL2

nsHz È mL � dsHzÈmL
dnHzÈmL nsHz È mL � 1

dnHzÈmL sdHzÈmL nsHz È mL2 � m

1-dnHzÈmL2

nsHz È mL � ndHz È mL dsHz È mL nsHz È mL2 � dsHz È mL2 + m

nsHz È mL � ncHzÈmL
scHzÈmL nsHz È mL2 � ncHzÈmL2

ncHzÈmL2-1

nsHz È mL � ndHzÈmL
sdHzÈmL nsHz È mL2 � m ndHzÈmL2

ndHzÈmL2-1

nsHz È mL � ä

scHä zÈ1-mL nsHz È mL2 � scHzÈmL2+1

scHzÈmL2

nsHz È mL2 � m sdHzÈmL2+1

sdHzÈmL2

nsHz È mL � 1

snHzÈmL .

Representations of scHz È mL through other Jacobi functions are:

scHz È mL � 1

dsHzÈmL cdHzÈmL scHz È mL � sdHzÈmL
cdHzÈmL scHz È mL2 � cdHzÈmL2-1

Hm-1L cdHzÈmL2

scHz È mL � 1

nsHzÈmL cnHzÈmL scHz È mL � snHzÈmL
cnHzÈmL scHz È mL2 � 1-cnHzÈmL2

cnHzÈmL2

scHz È mL � 1

csHzÈmL
scHz È mL � dcHzÈmL

dsHzÈmL scHz È mL � sdHz È mL dcHz È mL scHz È mL2 � 1-dcHzÈmL2

m-1

scHz È mL2 � 1-dnHzÈmL2

dnHzÈmL2+m-1

scHz È mL2 � 1

dsHzÈmL2+m-1

scHz È mL � ncHzÈmL
nsHzÈmL scHz È mL � snHz È mL ncHz È mL scHz È mL2 � ncHz È mL2 - 1

scHz È mL2 � ndHzÈmL2-1

Hm-1L ndHzÈmL2+1

scHz È mL � - ä

nsHä zÈ1-mL scHz È mL2 � 1

nsHzÈmL2-1
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scHz È mL2 � sdHzÈmL2

Hm-1L sdHzÈmL2+1

scHz È mL � -ä snHä z È 1 - mL scHz È mL2 � snHzÈmL2

1-snHzÈmL2
.

Representations of sdHz È mL through other Jacobi functions are:

sdHz È mL � cdHzÈmL
csHzÈmL sdHz È mL � scHz È mL cdHz È mL sdHz È mL2 � 1-cdHzÈmL2

1-m

sdHz È mL2 � 1-cnHzÈmL2

m cnHzÈmL2-m+1

sdHz È mL � 1

csHzÈmL dcHzÈmL sdHz È mL2 � 1

csHzÈmL2-m+1

sdHz È mL � scHzÈmL
dcHzÈmL sdHz È mL2 � 1-dcHzÈmL2

Hm-1L dcHzÈmL2

sdHz È mL � 1

nsHzÈmL dnHzÈmL sdHz È mL � snHzÈmL
dnHzÈmL sdHz È mL2 � 1-dnHzÈmL2

m dnHzÈmL2

sdHz È mL � 1

dsHzÈmL
sdHz È mL2 � 1-ncHzÈmL2

Hm-1L ncHzÈmL2-m

sdHz È mL � ndHzÈmL
nsHzÈmL sdHz È mL � snHz È mL ndHz È mL sdHz È mL2 � ndHzÈmL2-1

m

sdHz È mL2 � 1

nsHzÈmL2-m

sdHz È mL2 � scHzÈmL2

1-Hm-1L scHzÈmL2

sdHz È mL2 � snHzÈmL2

1-m snHzÈmL2
.

Representations of snHz È mL through other Jacobi functions are:

snHz È mL2 � cdHzÈmL2-1

m cdHzÈmL2-1

snHz È mL � cnHzÈmL
csHzÈmL snHz È mL � scHz È mL cnHz È mL snHz È mL2 � 1 - cnHz È mL2

snHz È mL � 1

csHzÈmL ncHzÈmL snHz È mL � - ä

csHä zÈ1-mL
snHz È mL2 � 1-dcHzÈmL2

m-dcHzÈmL2

snHz È mL � dnHzÈmL
dsHzÈmL snHz È mL � sdHz È mL dnHz È mL snHz È mL2 � 1-dnHzÈmL2

m

snHz È mL � 1

dsHzÈmL ndHzÈmL snHz È mL2 � 1

dsHzÈmL2+m

snHz È mL � scHzÈmL
ncHzÈmL snHz È mL2 � 1 - 1

ncHzÈmL2
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snHz È mL � sdHzÈmL
ndHzÈmL snHz È mL2 � ndHzÈmL2-1

m ndHzÈmL2

snHz È mL � 1

nsHzÈmL
snHz È mL � -ä scHä z È 1 - mL snHz È mL2 � scHzÈmL2

scHzÈmL2+1

snHz È mL2 � sdHzÈmL2

m sdHzÈmL2+1
.

The best-known properties and formulas for Jacobi functions

Real values for real arguments

For real values of arguments z and m, the values of all Jacobi functions amHz È mL, cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL,
dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL are real (or infinity).

Simple values at zero

All  thirteen  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,
ndHz È mL, nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL have the following simple values at the origin:

amH0 È 0L � 0

cdH0 È 0L � 1 cnH0 È 0L � 1 csH0 È 0L � ¥�

dcH0 È 0L � 1 dnH0 È 0L � 1 dsH0 È 0L � ¥�

ncH0 È 0L � 1 ndH0 È 0L � 1 nsH0 È 0L � ¥�

scH0 È 0L � 0 sdH0 È 0L � 0 snH0 È 0L � 0.

Specific values for specialized parameter values

All  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL can be represented through elementary functions when m � 0 or m � 1.

The twelve elliptic functions degenerate into trigonometric and 

hyperbolic functions:

amHz È 0L � z amHz È 1L � 2 tan-1HãzL - Π

2
amHKHmL È mL � Π

2
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cdHz È 0L � cosHzL cdIz + Π

2
É 0M � -sinHzL cdHz È 1L � 1

cnHz È 0L � cosHzL cnIz + Π

2
É 0M � -sinHzL cnHz È 1L � sechHzL

csHz È 0L � cotHzL csIz + Π

2
É 0M � -tanHzL csHz È 1L � cschHzL

dcHz È 0L � secHzL dcIz + Π

2
É 0M � -cscHzL dcHz È 1L � 1

dnHz È 0L � 1 dnHz È 1L � sechHzL dnJz + Π ä

2
Ë 1N � -ä cschHzL

dsHz È 0L � cscHzL dsIz + Π

2
É 0M � secHzL dsJz + Π ä

2
Ë 1N � -ä sechHzL

ncHz È 0L � secHzL ncIz + Π

2
É 0M � -cscHzL ncHz È 1L � coshHzL

ndHz È 0L � 1 ndHz È 1L � coshHzL ndJz + Π ä

2
Ë 1N � ä sinhHzL

nsHz È 0L � cscHzL nsIz + Π

2
É 0M � secHzL nsHz È 1L � cothHzL

scHz È 0L � tanHzL scIz + Π

2
É 0M � -cotHzL scHz È 1L � sinhHzL

sdHz È 0L � sinHzL sdIz + Π

2
É 0M � cosHzL sdHz È 1L � sinhHzL

snHz È 0L � sinHzL snIz + Π

2
É 0M � cosHzL snHz È 1L � tanhHzL.

All  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL have very simple values at z � 0:

amH0 È mL � 0

cdH0 È mL � 1 cnH0 È mL � 1 csH0 È mL � ¥�

dcH0 È mL � 1 dnH0 È mL � 1 dsH0 È mL � ¥�

ncH0 È mL � 1 ndH0 È mL � 1 nsH0 È mL � ¥�

scH0 È mL � 0 sdH0 È mL � 0 snH0 È mL � 0.

The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL have the following values at the half-quarter-period 

points:

cdJ KHmL
2

Ë mN � 1

1+ 1-m

cnJ KHmL
2

Ë mN �
1-m

4

1+ 1-m

csJ KHmL
2

Ë mN � 1 - m
4

dcJ KHmL
2

Ë mN � 1 + 1 - m

dnJ KHmL
2

Ë mN � 1 - m
4

dsJ KHmL
2

Ë mN � 1 - m
4

1 + 1 - m

ncJ KHmL
2

Ë mN �
1+ 1-m

1-m
4

ndJ KHmL
2

Ë mN � 1

1-m
4

nsJ KHmL
2

Ë mN � 1 + 1 - m scJ KHmL
2

Ë mN � 1

1-m
4

sdJ KHmL
2

Ë mN � 1

1-m
4

1+ 1-m

snJ KHmL
2

Ë mN � 1

1+ 1-m

.

The partial derivatives of all Jacobi functions amHz È mL, cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL,
ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL at the points z � 0, m � 0, or m � 1 can be repre-

sented through trigonometric functions, for example:
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amH1,0L H0, mL � 1 amH3,0L H0, mL � -m

amH0,1L Hz, 0L � 1

8
HsinH2 zL - 2 zL amH0,2L Hz, 0L � 1

128
H-16 cosH2 zL z - 20 z + 16 sinH2 zL + sinH4 zLL

amH0,1L Hz, 1L � 1

4
Hz sechHzL - sinhHzLL amH0,2L Hz, 1L � 1

32
H-4 z coshHzL + 9 sinhHzL - z sechHzL H2 z tanhHzL + 5LL.

Analyticity

All  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL are analytical meromorphic functions of z and m that are defined over C2.

Poles and essential singularities

The amplitude function amHz È mL does not have poles and essential singularities with respect to m and z.

For fixed m,  all  Jacobi functions cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL have an infinite set of singular points, including simple poles in finite 

points and an essential singular point z � ¥� .

The following formulas describe the sets of the simple poles for the 

corresponding Jacobi functions:

cdHH2 r + 1L KHmL + H2 s + 1L ä KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

cnH2 r KHmL + H2 s + 1L ä KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

csH2 r KHmL + 2 s ä KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

dcHH2 r + 1L KHmL + 2 ä s KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

dnH2 r KHmL + ä H2 s + 1L KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

dsH2 r KHmL + 2 s ä KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

ncHH2 r + 1L KHmL + 2 ä s KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

ndHH2 r + 1L KHmL + ä H2 s + 1L KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

nsH2 r KHmL + 2 ä s KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

scHH2 r + 1L KHmL + 2 s ä KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

sdHH2 r + 1L KHmL + H2 s + 1L ä KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z

snH2 r KHmL + H2 s + 1L ä KH1 - mL È mL � ¥� �; 8r, s< Î Z.

The values of the residues of the Jacobi functions at the simple poles are 

given by the following formulas:
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reszHcdHz È mLL HH2 s + 1L ä KH1 - mL + H2 r + 1L KHmLL �
H-1Lr-1

m
�; 8r, s< Î Z

reszHcnHz È mLL HH2 s + 1L ä KH1 - mL + 2 r KHmLL �
H-1Lr+s-1 ä

m
�; 8r, s< Î Z

reszHcsHz È mLL H2 s ä KH1 - mL + 2 r KHmLL � H-1Ls �; 8r, s< Î Z

reszHdcHz È mLL H2 s ä KH1 - mL + H2 r + 1L KHmLL � H-1Lr-1 �; 8r, s< Î Z

reszHdnHz È mLL HH2 s + 1L ä KH1 - mL + 2 r KHmLL � H-1Ls-1 ä �; 8r, s< Î Z

reszHdsHz È mLL H2 s ä KH1 - mL + 2 r KHmLL � H-1Lr+s �; 8r, s< Î Z

reszHncHz È mLL H2 s ä KH1 - mL + H2 r + 1L KHmLL �
H-1Lr+s-1

1 - m
�; 8r, s< Î Z

reszHndHz È mLL HH2 s + 1L ä KH1 - mL + H2 r + 1L KHmLL �
H-1Ls-1 ä

1 - m
�; 8r, s< Î Z

reszHnsHz È mLL H2 s ä KH1 - mL + 2 r KHmLL � H-1Lr �; 8r, s< Î Z

reszHscHz È mLL H2 s ä KH1 - mL + H2 r + 1L KHmLL �
H-1Ls-1

1 - m
�; 8r, s< Î Z

reszHsdHz È mLL HH2 s + 1L ä KH1 - mL + H2 r + 1L KHmLL �
H-1Lr+s-1 ä

m 1 - m
�; 8r, s< Î Z

reszHsnHz È mLL HH2 s + 1L ä KH1 - mL + 2 r KHmLL �
H-1Lr

m
�; 8r, s< Î Z.

Branch points and branch cuts

For  fixed z,  all  Jacobi  functions cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL are meromorphic functions in m that have no branch points and branch

cuts.

For fixed m,  all  Jacobi functions cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL do not have branch points and branch cuts.

Periodicity

The Jacobi amplitude amHz È mL is a pseudo-periodic function with respect to z with period 2 ä KH1 - mL and pseudo-

period 2 KHmL:
amHz + 2 r KHmL + 2 ä s KH1 - mL È mL � amHz È mL + r Π �; 8r, s< Î Z ì 0 £ m < 1.
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The Jacobi functions cdHz È mL, dcHz È mL, nsHz È mL, and snHz È mL are doubly periodic functions with respect to z with

periods  2 ä KH1 - mL  and  4 KHmL.  The  Jacobi  functions  csHz È mL,  dnHz È mL,  ndHz È mL,  and  scHz È mL  are  doubly

periodic functions with respect to z with periods 4 ä KH1 - mL and 2 KHmL. The Jacobi functions cnHz È mL, dsHz È mL,
ncHz È mL, and sdHz È mL are doubly periodic functions with respect to z with periods 4 ä KH1 - mL and 4 KHmL. That

periodicity can be described by the following formulas:

cdHz + 4 KHmL È mL � cdHz È mL cdHz + 2 ä KH1 - mL È mL � cdHz È mL
cnHz + 4 KHmL È mL � cnHz È mL cnHz + 4 ä KH1 - mL È mL � cnHz È mL
csHz + 2 KHmL È mL � csHz È mL csHz + 4 ä KH1 - mL È mL � csHz È mL
dcHz + 4 KHmL È mL � dcHz È mL dcHz + 2 ä KH1 - mL È mL � dcHz È mL
dnHz + 2 KHmL È mL � dnHz È mL dnHz + 4 ä KH1 - mL È mL � dnHz È mL
dsHz + 4 KHmL È mL � dsHz È mL dsHz + 4 ä KH1 - mL È mL � dsHz È mL
ncHz + 4 KHmL È mL � ncHz È mL ncHz + 4 ä KH1 - mL È mL � ncHz È mL
ndHz + 2 KHmL È mL � ndHz È mL ndHz + 4 ä KH1 - mL È mL � ndHz È mL
nsHz + 4 KHmL È mL � nsHz È mL nsHz + 2 ä KH1 - mL È mL � nsHz È mL
scHz + 2 KHmL È mL � scHz È mL scHz + 4 ä KH1 - mL È mL � scHz È mL
sdHz + 4 KHmL È mL � sdHz È mL sdHz + 4 ä KH1 - mL È mL � sdHz È mL
snHz + 4 KHmL È mL � snHz È mL snHz + 2 ä KH1 - mL È mL � snHz È mL.
The periodicity of Jacobi functions follow from more general formulas that 

also describe quasi-periodicity situations such as snHz + 2 KHmL È mL � -snHz È mL:
cdHz + 2 r KHmL + 2 s ä KH1 - mL È mL � H-1Lr  cdHz È mL �; 8r, s< Î Z

cnHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Lr+s cnHz È mL �; 8r, s< Î Z

csHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Ls csHz È mL �; 8r, s< Î Z

dcHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Lr dcHz È mL �; 8r, s< Î Z

dnHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Ls dnHz È mL �; 8r, s< Î Z

dsHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Lr+s dsHz È mL �; 8r, s< Î Z

ncHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Lr+s ncHz È mL �; 8r, s< Î Z

ndHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Ls ndHz È mL �; 8r, s< Î Z

nsHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Lr nsHz È mL �; 8r, s< Î Z

scHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Ls scHz È mL �; 8r, s< Î Z

sdHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Lr+s sdHz È mL �; 8r, s< Î Z
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snHz + 2 ä s KH1 - mL + 2 r KHmL È mL � H-1Lr snHz È mL �; 8r, s< Î Z.

Parity and symmetry

All  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL have mirror symmetry:

amHz� È mL � amHz È mL
cdHz� È mL � cdHz È mL cnHz� È mL � cnHz È mL csHz� È mL � csHz È mL
dcHz� È mL � dcHz È mL dnHz� È mL � dnHz È mL dsHz� È mL � dsHz È mL
ncHz� È mL � ncHz È mL ndHz� È mL � ndHz È mL nsHz� È mL � nsHz È mL
scHz� È mL � scHz È mL sdHz� È mL � sdHz È mL snHz� È mL � snHz È mL.
The Jacobi functions cdHz È mL,  cnHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  ncHz È mL,  and ndH-z È mL   are even functions with

respect to z:

cdH-z È mL � cdHz È mL cnH-z È mL � cnHz È mL
dcH-z È mL � dcHz È mL dnH-z È mL � dnHz È mL
ncH-z È mL � ncHz È mL ndH-z È mL � ndHz È mL.
The Jacobi functions amHz È mL, csHz È mL, dsHz È mL, nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL are odd functions with

respect to z:

amH-z È mL � -amHz È mL
csH-z È mL � -csHz È mL dsH-z È mL � -ds Hz È mL
nsH-z È mL � -ns Hz È mL scH-z È mL � -sc Hz È mL
sdH-z È mL � -sd Hz È mL snH-z È mL � -sn Hz È mL.
Series representations

The  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL have the following series expansions at the point z � 0:

amHz È mL µ z -
m

6
 z3 +

1

120
I4 m + m2M z5 + ¼ �; Hz ® 0L

cdHz È mL µ 1 +
1

2
Hm - 1L z2 +

1

24
I1 - 6 m + 5 m2M z4 + ¼ �; Hz ® 0L

cnHz È mL µ 1 -
z2

2
+

1

24
H1 + 4 mL z4 + ¼ �; Hz ® 0L

csHz È mL µ
1

z
+

1

6
Hm - 2L z +

1

360
I7 m2 + 8 m - 8M z3 + ¼ �; Hz ® 0L

dcHz È mL µ 1 +
1

2
H1 - mL z2 +

1

24
I5 - 6 m + m2M z4 + ¼ �; Hz ® 0L
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dnHz È mL µ 1 -
m z2

2
+

mHm + 4L
24

z4 + ¼ �; Hz ® 0L
dsHz È mL µ

1

z
+

1

6
H1 - 2 mL z +

1

360
I7 + 8 m - 8 m2M z3 + ¼ �; Hz ® 0L

ncHz È mL µ 1 +
z2

2
+

1

24
H5 - 4 mL z4 + ¼ �; Hz ® 0L

ndHz È mL µ 1 +
m z2

2
+

1

24
I-4 m + 5 m2M z4 + ¼ �; Hz ® 0L

nsHz È mL µ
1

z
+

1

6
H1 + mL z +

1

360
I7 - 22 m + 7 m2M z3 + ¼ �; Hz ® 0L

scHz È mL µ z +
1

6
H2 - mL z3 +

1

120
I16 - 16 m + m2M z5 + ¼ �; Hz ® 0L

sdHz È mL µ z +
1

6
H2 m - 1L z3 +

1

120
I1 - 16 m + 16 m2M z5 + ¼ �; Hz ® 0L

snHz È mL µ z -
1 + m

6
 z3 +

I1 + 14 m + m2M z5

120
+ ¼ �; Hz ® 0L.

The  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL have the following series expansions at the point m � 0:

amHz È mL µ z +
1

8
HsinH2 zL - 2 zL m +

1

256
H-16 cosH2 zL z - 20 z + 16 sinH2 zL + sinH4 zLL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

cdHz È mL µ cosHzL +
1

4
sinHzL Hz + cosHzL sinHzLL m +

1

256
II7 - 8 z2M cosHzL - 8 cosH3 zL + cosH5 zL + 24 z sinHzL - 12 z sinH3 zLM m2 + ¼ �; Hm ® 0L

cnHz È mL µ cosHzL +
1

8
sinHzL H2 z - sinH2 zLL m +

1

256
I-I8 z2 + 9M cosHzL + 8 cosH3 zL + cosH5 zL + 16 z sinHzL + 12 z sinH3 zLM m2 + ¼ �; Hm ® 0L

csHz È mL µ cotHzL +
1

4
Iz csc2HzL - cotHzLM m +

1

512
I4 I8 z2 - 3M cosHzL + 13 cosH3 zL - cosH5 zL + 8 z sinHzLM csc3HzL m2 + ¼ �;

Hm ® 0L
dcHz È mL µ secHzL -

1

4
Hz + cosHzL sinHzLL tanHzL secHzL m +

1

512
 I-8 cosH2 zL z2 + 24 z2 + 4 sinH2 zL z + 4 sinH4 zL z + 5 cosH4 zL - 5M sec3HzL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

dnHz È mL µ 1 -
1

2
sin2HzL m -

1

32
sinHzL H-8 z cosHzL + 5 sinHzL + sinH3 zLL m2 + ¼ �; Hm ® 0L
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dsHz È mL µ cscHzL +
1

16
H4 z cosHzL - 7 sinHzL + sinH3 zLL csc2HzL m +

1

512
I24 z2 + 12 sinH2 zL z - 4 sinH4 zL z + 8 Iz2 + 4M cosH2 zL - 3 cosH4 zL - 29M csc3HzL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

ncHz È mL µ secHzL +
1

4
 HsinHzL - z secHzLL tanHzL m -

1

512
I8 cosH2 zL z2 - 24 z2 + 44 sinH2 zL z + 4 sinH4 zL z + 11 cosH4 zL - 11M sec3HzL m2 + ¼ �; Hm ® 1L

ndHz È mL µ 1 +
1

2
sin2HzL m -

1

32
sinHzL H8 z cosHzL - 11 sinHzL + sinH3 zLL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

nsHz È mL µ cscHzL +
1

4
 cotHzL Hz - cosHzL sinHzLL cscHzL m +

1

512
I8 cosH2 zL z2 + 24 z2 - 4 sinH2 zL z + 4 sinH4 zL z + 5 cosH4 zL - 5M csc3HzL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

scHz È mL µ tanHzL +
1

4
 ItanHzL - z sec2HzLM m -

1

512
I72 z cosHzL + 2 I-16 z2 - 18 cosH2 zL + cosH4 zL - 19M sinHzLM sec3HzL m2 + ¼ �;

Hm ® 0L
sdHz È mL µ sinHzL -

1

16
H4 z cosHzL - 7 sinHzL + sinH3 zLL m +

1

256
I-48 z cosHzL + 12 z cosH3 zL - I8 z2 - 79M sinHzL - 16 sinH3 zL + sinH5 zLM m2 + ¼ �; Hm ® 0L

snHz È mL µ sinHzL +
1

8
cosHzL HsinH2 zL - 2 zL m +

1

256
I-24 z cosHzL - 12 z cosH3 zL + 2 I-4 z2 + 9 cosH2 zL + cosH4 zL + 8M sinHzLM m2 + ¼ �; Hm ® 0L.

The  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL have the following series expansions at the point m � 1:

amHz È mL µ 2 tan-1HãzL -
Π

2
+

1

4
Hz sechHzL - sinhHzLL Hm - 1L +

1

64
H-4 z coshHzL + 9 sinhHzL - z sechHzL H2 z tanhHzL + 5LL Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L

cdHz È mL µ 1 +
1

2
sinh2HzL Hm - 1L +

1

32
sinhHzL H8 z coshHzL - 11 sinhHzL + sinhH3 zLL Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L

cnHz È mL µ sechHzL +
1

4
 HsinhHzL - z sechHzLL tanhHzL Hm - 1L +

1

512
I8 coshH2 zL z2 - 24 z2 + 44 sinhH2 zL z + 4 sinhH4 zL z - 11 coshH4 zL + 11M sech3HzL Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L
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csHz È mL µ cschHzL +
1

4
cothHzL HcoshHzL - z cschHzLL Hm - 1L +

1

512
I8 coshH2 zL z2 + 24 z2 - 4 sinhH2 zL z + 4 sinhH4 zL z - 5 coshH4 zL + 5M csch3HzL Hm - 1L2 - ¼ �; Hm ® 1L

dcHz È mL µ 1 -
1

2
sinh2HzL Hm - 1L +

1

32
sinhHzL H-8 z coshHzL + 5 sinhHzL + sinhH3 zLL Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L

dnHz È mL µ sechHzL -
1

4
tanhHzL Hz + coshHzL sinhHzLL sechHzL Hm - 1L +

1

512
I8 coshH2 zL z2 - 24 z2 - 4 sinhH2 zL z - 4 sinhH4 zL z + 5 coshH4 zL - 5M sech3HzL Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L

dsHz È mL µ cschHzL -
1

16
H4 z coshHzL - 7 sinhHzL + sinhH3 zLL csch2HzL Hm - 1L +

1

512
I24 z2 + 12 sinhH2 zL z - 4 sinhH4 zL z + 8 Iz2 - 4M coshH2 zL + 3 coshH4 zL + 29M csch3HzL Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L

ncHz È mL µ coshHzL -
1

8
sinhHzL HsinhH2 zL - 2 zL Hm - 1L +

1

256
II8 z2 - 9M coshHzL + 8 coshH3 zL + coshH5 zL - 16 z sinhHzL - 12 z sinhH3 zLM Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L

ndHz È mL µ coshHzL +
1

4
sinhHzL Hz + coshHzL sinhHzLL Hm - 1L +

1

256
II8 z2 + 7M coshHzL - 8 coshH3 zL + coshH5 zL - 24 z sinhHzL + 12 z sinhH3 zLM Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L

nsHz È mL µ cothHzL +
1

4
IcothHzL - z csch2HzLM Hm - 1L +

1

512
I4 I8 z2 + 3M coshHzL - 13 coshH3 zL + coshH5 zL + 8 z sinhHzLM csch3HzL Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L

scHz È mL µ sinhHzL -
1

8
coshHzL HsinhH2 zL - 2 zL Hm - 1L +

1

256
I-24 z coshHzL - 12 z coshH3 zL + I8 z2 + 7M sinhHzL + 8 sinhH3 zL + sinhH5 zLM Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L

sdHz È mL µ sinhHzL +
1

16
H4 z coshHzL - 7 sinhHzL + sinhH3 zLL Hm - 1L +

1

256
I-48 z coshHzL + 12 z coshH3 zL + 2 I4 z2 - 15 coshH2 zL + coshH4 zL + 32M sinhHzLM Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L

snHz È mL µ tanhHzL +
1

4
 Iz sech2HzL - tanhHzLM Hm - 1L -

1

512
I72 z coshHzL + 4 I8 z2 - 5M sinhHzL - 19 sinhH3 zL + sinhH5 zLM sech3HzL Hm - 1L2 + ¼ �; Hm ® 1L.

q-series representations
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The  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL have the following so-called q-series representations:

amHz È mL �
Π z

2 KHmL + 2 â
k=1

¥ qHmLk

k IqHmL2 k + 1M  sin
k Π z

KHmL
cdHz È mL �

2 Π

m KHmL  â
k=0

¥ H-1Lk qHmLk+1�2
1 - qHmL2 k+1

 cos
H2 k + 1L Π z

2 KHmL

cnHz È mL �
2 Π

m KHmL â
n=0

¥ qHmLn+
1

2

1 + qHmL2 n+1
cos H2 n + 1L Π z

2 KHmL
csHz È mL �

Π

2 KHmL  cot
Π z

2 KHmL -
2 Π

KHmL  â
k=1

¥ qHmL2 k

qHmL2 k + 1
 sin

k Π z

KHmL
dcHz È mL �

Π

2 KHmL  sec
Π z

2 KHmL +
2 Π

KHmL  â
k=0

¥ H-1Lk qHmL2 k+1

1 - qHmL2 k+1
 cos

H2 k + 1L Π z

2 KHmL
dnHz È mL �

Π

2 KHmL +
2 Π

KHmL â
n=1

¥ qHmLn

1 + qHmL2 n
cos

n Π z

KHmL
dsHz È mL �

Π

2 KHmL csc
Π z

2 KHmL -
2 Π

KHmL â
k=0

¥ qHmL2 k+1

qHmL2 k+1 + 1
sin

H2 k + 1L Π z

2 KHmL
ncHz È mL �

Π

2 1 - m KHmL  sec
Π z

2 KHmL -
2 Π

1 - m KHmL  â
k=0

¥ H-1Lk qHmL2 k+1

qHmL2 k+1 + 1
cos

H2 k + 1L Π z

2 KHmL
ndHz È mL �

Π

2 1 - m KHmL +
2 Π

1 - m KHmL  â
k=1

¥ H-1Lk qHmLk

qHmL2 k + 1
 cos

k Π z

KHmL
nsHz È mL �

Π

2 KHmL csc
Π z

2 KHmL +
2 Π

KHmL â
k=0

¥ qHmL2 k+1

1 - qHmL2 k+1
sin

H2 k + 1L Π z

2 KHmL
scHz È mL �

Π

2 1 - m KHmL  tan
Π z

2 KHmL +
2 Π

1 - m KHmL  â
k=1

¥ H-1Lk qHmL2 k

qHmL2 k + 1
 sin

k Π z

KHmL
sdHz È mL �

2 Π

m 1 - m KHmL â
k=0

¥ H-1Lk qHmLk+1�2
qHmL2 k+1 + 1

sin
H2 k + 1L Π z

2 KHmL

snHz È mL �
2 Π

m KHmL â
n=0

¥ qHmLn+
1

2

1 - qHmL2 n+1
sin H2 n + 1L Π z

2 KHmL ,

where qHmL is the elliptic nome and KHmL is the complete elliptic integral.

Product representations
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The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL have the following product representations:

cdHz È mL �
2 qHmL4

m
4

cos
Π z

2 KHmL ä
k=1

¥ 1 + 2 qHmL2 k cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k

1 + 2 qHmL2 k-1 cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k-2

cnHz È mL � 2 qHmL4
1 - m

4

m
4

cos
Π z

2 KHmL ä
n=1

¥ 1 + 2 qHmL2 n cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 n

1 - 2 qHmL2 n-1 cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 n-2

csHz È mL � 1 - m
4

cot
Π z

2 KHmL ä
k=1

¥ 1 + 2 qHmL2 k cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k

1 - 2 qHmL2 k cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k

dcHz È mL �
m

4

2 qHmL4
sec

Π z

2 KHmL ä
k=1

¥ 1 + 2 qHmL2 k-1 cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k-2

1 + 2 qHmL2 k cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k

dnHz È mL � 1 - m
4 ä

n=1

¥ 1 + 2 qHmL2 n-1 cosJ Π z

KHmL N + q HmL4 n-2

1 - 2 qHmL2 n-1 cosJ Π z

KHmL N + q HmL4 n-2

dsHz È mL � 1 - m
4 m

4

2 qHmL4
csc

Π z

2 KHmL ä
k=1

¥ 1 + 2 qHmL2 k-1 cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k-2

1 - 2 qHmL2 k cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k

ncHz È mL �
1

2
 

1

qHmL4

m
4

1 - m
4

sec
Π z

2 KHmL ä
n=1

¥ 1 - 2 qHmL2 n-1 cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 n-2

1 + 2 qHmL2 n cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 n

ndHz È mL �
1

1 - m
4

ä
n=1

¥ 1 - 2 qHmL2 n-1 cosJ Π z

KHmL N + q HmL4 n-2

1 + 2 qHmL2 n-1 cosJ Π z

KHmL N + q HmL4 n-2

nsHz È mL �
1

2

m
4

qHmL4
csc

Π z

2 KHmL ä
k=1

¥ 1 - 2 qHmL2 k-1 cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k-2

1 - 2 qHmL2 k cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k

scHz È mL �
1

1 - m
4

tan
Π z

2 KHmL ä
k=1

¥ 1 - 2 qHmL2 k cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k

1 + 2 qHmL2 k cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k

sdHz È mL �
2 qHmL4

m
4

 1 - m
4

sin
Π z

2 KHmL ä
k=1

¥ 1 - 2 qHmL2 k cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k

1 + 2 qHmL2 k-1 cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k-2

snHz È mL � 2
qHmL4

m
4

sin
Π z

2 KHmL ä
k=1

¥ 1 - 2 qHmL2 k cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k

1 - 2 qHmL2 k-1 cosJ Π z

KHmL N + qHmL4 k-2
,

http://functions.wolfram.com 28



where qHmL is the elliptic nome and KHmL is the complete elliptic integral.

Transformations

The amplitude function amHz È mL satisfies numerous relations that allow for transformations of its 

arguments, for example:

am 1 - m z
m

m - 1
�

Π

2
- amHKHmL - z È mL �; m Ï H1, ¥L

am 1 - m z
m

m - 1
� -

Π

2
+ amHKHmL - z È mL �; m > 1.

The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL with specific arguments can sometimes be represented through elliptic 

functions with other mostly simpler arguments, for example:

cdHä z È mL � ndHz È 1 - mL cnHä z È mL � 1

cnHzÈ1-mL csHä z, mL � -ä nsHz, 1 - mL
dcHä z È mL � dnHz È 1 - mL dnHä z È mL � dnHzÈ1-mL

cnHzÈ1-mL dsHä z È mL � -ä dsHz È 1 - mL
ncHä z È mL � cnHz È 1 - mL ndHä z È mL � ndHzÈ1-mL

ncHzÈ1-mL nsHä z È mL � -ä csHz È 1 - mL
scHä z, mL � ä snHz, 1 - mL sdHä z È mL � ä sdHz È 1 - mL snHä z È mL � ä snHzÈ1-mL

cnHzÈ1-mL
cdHz È 1 - mL � ndHä z È mL cnHz È 1 - mL � 1

cnHä zÈmL csHz È 1 - mL � ä nsHä z È mL
dcHz È 1 - mL � dnHä z È mL dnHz È 1 - mL � dnHä zÈmL

cnHä zÈmL dsHz È 1 - mL � ä dsHä z È mL
ncHz È 1 - mL � cnHä z È mL ndHz È 1 - mL � ndHä zÈmL

ncHä zÈmL nsHz È 1 - mL � ä csHä z È mL
scHz È 1 - mL � -ä snHä z È mL sdHz È 1 - mL � -ä sdHä z È mL snHz È 1 - mL � -ä snHä zÈmL

cnHä zÈmL
cdJ m z Ë 1

m
N � dcHz È mL cnJ m z Ë 1

m
N � dnHz È mL csJ m z Ë 1

m
N � 1

m
dsHz È mL

dcJ m z Ë 1

m
N � cdHz È mL dnJ m z Ë 1

m
N � cnHz È mL dsJ m z Ë 1

m
N � csHzÈmL

m

ncJ m z Ë 1

m
N � ndHz È mL ndJ m z Ë 1

m
N � ncHz È mL nsJ m z Ë 1

m
N � 1

m
nsHz È mL

scJ m z Ë 1

m
N � m sdHz È mL sdJ m z Ë 1

m
N � m scHz È mL snJ m z Ë 1

m
N � m snHz È mL

cdJ 1 - m z Ë m

m-1
N � cnHz È mL cnJ 1 - m z Ë m

m-1
N � cnHzÈmL

dnHzÈmL csJ 1 - m z Ë m

m-1
N � 1

1-m
csHz È mL

dcJ 1 - m z Ë m

m-1
N � ncHz È mL dnJ 1 - m z Ë m

m-1
N � 1

dnHzÈmL dsJ 1 - m z Ë m

m-1
N � nsHzÈmL

1-m

ncJ 1 - m z Ë m

m-1
N � ncHzÈmL

ndHzÈmL ndJ 1 - m z Ë m

m-1
N � dnHz È mL nsJ 1 - m z Ë m

m-1
N � 1

1-m
dsHz È mL

sc 1 - m z
m

m - 1
� 1 - m scHz È mL

sd 1 - m z
m

m - 1
� 1 - m snHz È mL
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sn 1 - m z
m

m - 1
� 1 - m

snHz È mL
dnHz È mL .

The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL with the argument complex z � u + v can be represented through elliptic functions

with arguments z � u and z � v, for example:

cdHu + v È mL �
cnHu È mL cnHv È mL - snHu È mL dnHu È mL snHv È mL dnHv È mL

dnHu È mL dnHv È mL - m snHu È mL cnHu È mL snHv È mL cnHv È mL
cnHu + v È mL �

cnHu È mL cnHv È mL - snHu È mL dnHu È mL snHv È mL dnHv È mL
1 - m snHu È mL2 snHv È mL2

csHu + v È mL �
cnHu È mL cnHv È mL - snHu È mL dnHu È mL snHv È mL dnHv È mL
cnHv È mL dnHv È mL snHu È mL + cnHu È mL dnHu È mL snHv È mL

dcHu + v È mL �
dnHu È mL dnHv È mL - m snHu È mL cnHu È mL snHv È mL cnHv È mL
cnHu È mL cnHv È mL - snHu È mL dnHu È mL snHv È mL dnHv È mL

dnHa + v È mL �
dnHu È mL dnHv È mL - m snHu È mL cnHu È mL snHv È mL cnHv È mL

1 - m snHu È mL2 snHv È mL2

dsHu + v È mL �
dnHu È mL dnHv È mL - m snHu È mL cnHu È mL snHv È mL cnHv È mL
cnHv È mL dnHv È mL snHu È mL + cnHu È mL dnHu È mL snHv È mL

ncHu + v È mL �
1 - m snHu È mL2 snHv È mL2

cnHu È mL cnHv È mL - snHu È mL dnHu È mL snHv È mL dnHv È mL
ndHu + v È mL �

1 - m snHu È mL2 snHv È mL2

dnHu È mL dnHv È mL - m snHu È mL cnHu È mL snHv È mL cnHv È mL
nsHu + v È mL �

1 - m snHu È mL2 snHv È mL2

cnHv È mL dnHv È mL snHu È mL + cnHu È mL dnHu È mL snHv È mL
scHu + v È mL �

cnHv È mL dnHv È mL snHu È mL + cnHu È mL dnHu È mL snHv È mL
cnHu È mL cnHv È mL - snHu È mL dnHu È mL snHv È mL dnHv È mL

sdHu + v È mL �
cnHv È mL dnHv È mL snHu È mL + cnHu È mL dnHu È mL snHv È mL

dnHu È mL dnHv È mL - m snHu È mL cnHu È mL snHv È mL cnHv È mL
snHu + v È mL �

cnHu È mL dnHu È mL snHv È mL + cnHv È mL dnHv È mL snHu È mL
1 - m snHu È mL2 snHv È mL2

.

The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL satisfy the following half-angle formulas:
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cdI z

2
É mM2

� cnHzÈmL+dnHzÈmL
1-m+dnHzÈmL+m cnHzÈmL cnI z

2
É mM2

� cnHzÈmL+dnHzÈmL
1+dnHzÈmL csI z

2
É mM2

� cnHzÈmL+dnHzÈmL
1-cnHzÈmL

dcI z

2
É mM2

� 1-m+dnHzÈmL+m cnHzÈmL
cnHzÈmL+dnHzÈmL dnI z

2
É mM2

� 1-m+dnHzÈmL+m cnHzÈmL
1+dnHzÈmL dsI z

2
É mM2

� 1-m+dnHzÈmL+m cnHzÈmL
1-cnHzÈmL

ncI z

2
É mM2

� 1+dnHzÈmL
cnHzÈmL+dnHzÈmL ndI z

2
É mM2

� 1+dnHzÈmL
1-m+dnHzÈmL+m cnHzÈmL nsI z

2
É mM2

� 1+dnHzÈmL
1-cnHzÈmL

scI z

2
É mM2

� 1-cnHzÈmL
cnHzÈmL+dnHzÈmL sdI z

2
É mM2

� 1-cnHzÈmL
1-m+dnHzÈmL+m cnHzÈmL snI z

2
É mM2

� 1-cnHzÈmL
1+dnHzÈmL .

The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL satisfy the following double-angle (or multiplication) formulas:

cdH2 z È mL �
cnHz È mL2 - snHz È mL2 dnHz È mL2

dnHz È mL2 - m snHz È mL2 cnHz È mL2

cnH2 z È mL �
cnHz È mL2 - snHz È mL2 dnHz È mL2

1 - m snHz È mL4

cnHn z È mL �
m

1 - m

n2-1

4 ä
Μ,Ν=0

n-1

cn z +
4 KHmL HΜ + Ν ΤL

n
m �; n + 1

2
Î N+

csH2 z È mL �
cnHz È mL2 - snHz È mL2 dnHz È mL2

2 snHz È mL cnHz È mL dnHz È mL
dcH2 z È mL �

dnHz È mL2 - m snHz È mL2 cnHz È mL2

cnHz È mL2 - snHz È mL2 dnHz È mL2

dnH2 z È mL �
dnHz È mL2 - m snHz È mL2 cnHz È mL2

1 - m snHz È mL4

dnHn z È mL �
1

1 - m

n2-1

4 ä
Μ,Ν=0

n-1

dn z +
4 KHmL HΜ + Ν ΤL

n
m �; n + 1

2
Î N+

dsH2 z È mL �
dnHz È mL2 - m snHz È mL2 cnHz È mL2

2 snHz È mL cnHz È mL dnHz È mL
ncH2 z È mL �

1 - m snHz È mL4

cnHz È mL2 - snHz È mL2 dnHz È mL2

ncHn z È mL �
1 - m

m

n2-1

4 ä
Μ,Ν=0

n-1

nc z +
4 KHmL HΜ + Ν ΤL

n
m �; n + 1

2
Î N+

ndH2 z È mL �
1 - m snHz È mL4

dnHz È mL2 - m snHz È mL2 cnHz È mL2

ndHn z È mL � H1 - mL n2-1

4 ä
Μ,Ν=0

n-1

nd z +
4 KHmL HΜ + Ν ΤL

n
m �; n + 1

2
Î N+
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nsH2 z È mL �
1 - m snHz È mL4

2 snHz È mL cnHz È mL dnHz È mL
nsHn z, mL � H-1L n-1

2 m
1-n2

4 ä
Μ=-

n-1

2

n-1

2 ä
Ν=-

n-1

2

n-1

2

ns z + 2
Μ KHmL + ä Ν KH1 - mL

n
m �; n + 1

2
Î N+

scH2 z È mL �
2 snHz È mL cnHz È mL dnHz È mL

cnHz È mL2 - snHz È mL2 dnHz È mL2

sdH2 z È mL �
2 snHz È mL cnHz È mL dnHz È mL

dnHz È mL2 - m snHz È mL2 cnHz È mL2

snH2 z È mL �
2 snHz È mL cnHz È mL dnHz È mL

1 - m snHz È mL4

snHn z, mL � H-1L n-1

2 m
n2-1

4 ä
Μ=-

n-1

2

n-1

2 ä
Ν=-

n-1

2

n-1

2

sn z + 2
Μ KHmL + ä Ν KH1 - mL

n
m �; n + 1

2
Î N+.

Identities

The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL satisfy the following nonlinear functional equations:

m wHzL4 - 2 wHzL2 + Im wHzL4 - 2 m wHzL2 + 1M wH2 zL + 1 � 0 �; wHzL � cdHz È mL
m wHzL4 - 2 Hm - 1L wHzL2 + m + Im wHzL4 - 2 m wHzL2 + m - 1M wH2 zL - 1 � 0 �; wHzL � cnHz È mL
4 wHzL2 IwHzL2 + 1M IwHzL2 - m + 1M wH2 zL2 - IwHzL4 + m - 1M2

� 0 �; wHzL � csHz È mL
wHzL4 - 2 m wHzL2 + m + IwHzL4 - 2 wHzL2 + mM wH2 zL � 0 �; wHzL � dcHz È mL
wHzL4 + 2 Hm - 1L wHzL2 - m + IwHzL4 - 2 wHzL2 - m + 1M wH2 zL + 1 � 0 �; wHzL � dnHz È mL
4 wHzL2 IwHzL2 + m - 1M IwHzL2 + mM wH2 zL2 - IwHzL4 - m2 + mM2

� 0 �; wHzL � dsHz È mL
Hm - 1L wHzL4 - 2 m wHzL2 + m + IHm - 1L wHzL4 + 2 H1 - mL wHzL2 + mM wH2 zL � 0 �; wHzL � ncHz È mL
Hm - 1L wHzL4 + 2 wHzL2 + IHm - 1L wHzL4 + 2 H1 - mL wHzL2 - 1M wH2 zL - 1 � 0 �; wHzL � ndHz È mL
4 wHzL2 IwHzL2 - 1M IwHzL2 - mM wH2 zL2 - Im - wHzL4M2

� 0 �; wHzL � nsHz È mL
IHm - 1L wHzL4 + 1M2

wH2 zL2 - 4 IwHzL2 + 1M IH1 - mL wHzL2 + 1M wHzL2 � 0 �; wHzL � scHz È mL
IHm - 1L m wHzL4 - 1M2

wH2 zL2 - 4 wHzL2 IHm - 1L m wHzL4 + H2 m - 1L wHzL2 + 1M � 0 �; wHzL � sdHz È mL
Im wHzL4 - 1M2

wH2 zL2 - 4 wHzL2 IwHzL2 - 1M Im wHzL2 - 1M � 0 �; wHzL � snHz È mL.
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Simple representations of derivatives

The  derivatives  of  all  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,
ncHz È mL,  ndHz È mL,  nsHz È mL,  scHz È mL,  sdHz È mL,  and snHz È mL  with respect to variable z  have rather simple and

symmetrical representations that can be expressed 

through other Jacobi functions:

¶amHz È mL
¶z

� dnHz È mL
¶cdHz È mL

¶z
� Hm - 1L ndHz È mL sdHz È mL

¶cnHz È mL
¶z

� -snHz È mL dnHz È mL
¶csHz È mL

¶z
� -dsHz È mL nsHz È mL

¶dcHz È mL
¶z

� H1 - mL ncHz È mL scHz È mL
¶dnHz È mL

¶z
� -m snHz È mL cnHz È mL

¶dsHz È mL
¶z

� -csHz È mL nsHz È mL
¶ncHz È mL

¶z
� dcHz È mL scHz È mL

¶ndHz È mL
¶z

� m cdHz È mL sdHz È mL
¶nsHz, mL

¶z
� -csHz È mL dsHz È mL

¶scHz È mL
¶z

� dcHz È mL ncHz È mL
¶sdHz È mL

¶z
� cdHz È mL ndHz È mL

¶snHz È mL
¶z

� cnHz È mL dnHz È mL.
The  derivatives  of  all  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,
ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL with respect to variable m have more complicated

representations that include other Jacobi functions 

and the elliptic integral EHamHz È mL È mL:
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¶amHz È mL
¶m

�
HHm - 1L z + EHamHz È mL È mLL dnHz È mL - m cnHz È mL snHz È mL

2 Hm - 1L m
�; m < 1 ë -

3

2
£ z £

3

2

¶cdHz È mL
¶m

�
HHm - 1L z + EHamHz È mL È mLL ndHz È mL sdHz È mL

2 m

¶cnHz È mL
¶m

�
1

2 m H1 - mL  HsnHz È mL dnHz È mL HHm - 1L z + EHamHz È mL È mL - m snHz È mL cdHz È mLLL
¶csHz È mL

¶m
�

1

2 m H1 - mL  HnsHz È mL dsHz È mL HHm - 1L z + EHamHz È mL È mL - m snHz È mL cdHz È mLLL
¶dcHz È mL

¶m
�

scHz È mL ncHz È mL HH1 - mL z - EHamHz È mL È mLL
2 m

¶dnHz È mL
¶m

�
1

2 H1 - mL  HsnHz È mL cnHz È mL HHm - 1L z + EHamHz È mL È mL - dnHz È mL scHz È mLLL
¶dsHz È mL

¶m
�

1

2 m H1 - mL  HcsHz È mL nsHz È mL HHm - 1L z + EHamHz È mL È mL - m dnHz È mL scHz È mLLL
¶ncHz È mL

¶m
�

1

2 m H1 - mL  HscHz È mL dcHz È mL HH1 - mL z - EHamHz È mL È mL + m cdHz È mL snHz È mLLL
¶ndHz È mL

¶m
�

sdHz È mL cdHz È mL HH1 - mL z - EHamHz È mL È mL + dnHz È mL scHz È mLL
2 H1 - mL

¶nsHz È mL
¶m

�
1

2 m H1 - mL  HdsHz È mL csHz È mL H-H1 - mL z + EHamHz È mL È mL - m snHz È mL cdHz È mLLL
¶scHz È mL

¶m
�

ncHz È mL dcHz È mL HH1 - mL z - EHamHz È mL È mL + m cdHz È mL snHz È mLL
2 m H1 - mL

¶sdHz È mL
¶m

�
cdHz È mL ndHz È mL HH1 - mL z - EHamHz È mL È mL + m dnHz È mL scHz È mLL

2 m H1 - mL
¶snHz È mL

¶m
�

1

2 m H1 - mL  HdnHz È mL cnHz È mL HH1 - mL z - EHamHz È mL È mL + m cdHz È mL snHz È mLLL.
Integration

The indefinite integrals of the twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL,
ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL with respect to variable z can be expressed through

Jacobi and elementary functions by the following 

formulas:

à cdHz È mL â z �
logIndHz È mL + m sdHz È mLN

m
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à cnHz È mL â z �
cos-1HdnHz È mLL snHz È mL

1 - dnHz È mL2

à csHz È mL â z � logHnsHz È mL - dsHz È mLL
à dcHz È mL â z � logHncHz È mL + scHz È mLL
à dnHz È mL â z � amHz È mL
à dsHz È mL â z � log

1 - cnHz È mL
snHz È mL

à ncHz È mL â z �
logIdcHz È mL + 1 - m scHz È mLN

1 - m

à ndHz È mL â z �
1 - cdHz È mL2 cos-1HcdHz È mLL

H1 - mL sdHz È mL
à nsHz È mL â z � logHdsHz È mL - csHz È mLL

à scHz È mL â z �
logIdcHz È mL + 1 - m ncHz È mLN

1 - m

à sdHz È mL â z � -
sin-1I m cdHz È mLN 1 - m cdHz È mL2 dnHz È mL

H1 - mL m

à snHz È mL â z �
1

m
logIdnHz È mL - m cnHz È mLN.

Differential equations

The Jacobi amplitude amHz È mL satisfies the following differential equations:

¶wHzL
¶z

- dnHz È mL � 0 �; wHzL � amHz È mL
wH3LHzL I1 - w¢HzL2M - w¢HzL5 + 2 w¢HzL3 + w¢¢HzL2 w¢HzL - w¢HzL � 0 �; wHzL � amHz È mL.
All  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL are special solutions of ordinary second-order nonlinear differential 

equations:

w¢¢HzL2 + Iw¢HzL2 + m - 1M Iw¢HzL2 - 1M � 0 �; wHzL � amHz È mL
w¢¢HzL - wHzL I2 m wHzL2 - m - 1M � 0 �; wHzL � cdHz È mL
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w¢¢HzL + wHzL I2 m wHzL2 - 2 m + 1M � 0 �; wHzL � cnHz È mL
w²HzL - wHzL I2 wHzL2 - m + 2M � 0 �; wHzL � csHz È mL
w²HzL - wHzL I2 wHzL2 - m - 1M � 0 �; wHzL � dcHz È mL
w¢¢HzL + wHzL I2 wHzL2 + m - 2M � 0 �; wHzL � dnHz È mL
w¢¢HzL - wHzL I2 wHzL2 + 2 m - 1M � 0 �; wHzL � dsHz È mL
w²HzL - wHzL I2 H1 - mL wHzL2 + 2 m - 1M � 0 �; wHzL � ncHz È mL
w²HzL + wHzL I2 H1 - mL wHzL2 + m - 2M � 0 �; wHzL � ndHz È mL
w¢¢HzL - wHzL I2 wHzL2 - m - 1M � 0 �; wHzL � nsHz È mL
w²HzL - wHzL I2 H1 - mL wHzL2 - m + 2M � 0 �; wHzL � scHz È mL
w²HzL + wHzL I2 m H1 - mL wHzL2 - 2 m + 1M � 0 �; wHzL � sdHz È mL
w¢¢HzL - wHzL I2 m wHzL2 - m - 1M � 0 �; wHzL � snHz È mL.
The twelve Jacobi functions cdHz È mL, cnHz È mL, csHz È mL, dcHz È mL, dnHz È mL, dsHz È mL, ncHz È mL, ndHz È mL, nsHz È mL,
scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL satisfy very complicated ordinary differential equations with respect to 

variable m, for example:

m3 z2 wHmL12 + I-3 z2 m3 - 3 z2 m2 - 1M wHmL10 + I3 z2 m3 + 9 z2 m2 + 3 z2 m + 4M wHmL8 +

I-z2 m3 - 9 z2 m2 - 9 z2 m - z2 - 6M wHmL6 + I3 m2 z2 + 9 m z2 + 3 z2 + 4M wHmL4 + I-3 m z2 - 3 z2 - 1M wHmL2 +

I-64 Hm - 1L2 m4 wHmL6 + 64 Hm - 1L2 m3 Hm + 1L wHmL4 - 16 Hm - 1L2 m2 Hm + 1L2 wHmL2M w¢HmL4 +

I64 Hm - 1L m4 wHmL7 - 32 Hm - 1L m2 Hm + 2L H3 m - 1L wHmL5 +

32 Hm - 1L m Im3 + 7 m2 - m - 1M wHmL3 - 32 Hm - 1L m Hm + 1L H2 m - 1L wHmLM w¢HmL3 + z2 +

I-16 m2 Im2 - m + 1M wHmL8 + 8 m Hm + 1L I4 m2 - m + 1M wHmL6 - 16 Hm + 1L Im3 + 5 m2 - 4 m + 1M wHmL4 +

8 I7 m3 + 12 m2 - 15 m + 4M wHmL2 - 16 H2 m - 1L2M w¢HmL2 + I-16 Hm - 1L2 m4 wHmL8 + 32 Hm - 1L2 m3 Hm + 1L wHmL6 -

16 Hm - 1L2 m2 Im2 + 4 m + 1M wHmL4 + 32 Hm - 1L2 m2 Hm + 1L wHmL2 - 16 Hm - 1L2 m2M w¢¢HmL2 +

I-8 m2 wHmL9 + 8 Hm + 1L H3 m - 1L wHmL7 - 24 Im2 + 2 m - 1M wHmL5 + 8 Im2 + 6 m - 3M wHmL3 - 8 H2 m - 1L wHmLM w¢HmL +

I-8 Hm - 1L m2 wHmL9 + 8 Hm - 1L m H3 m + 1L wHmL7 - 24 Hm - 1L m Hm + 1L wHmL5 +

8 Hm - 1L m Hm + 3L wHmL3 - 8 Hm - 1L m wHmL + I64 Hm - 1L2 m4 wHmL7 - 96 Hm - 1L2 m3 Hm + 1L wHmL5 +

32 Hm - 1L2 m2 Im2 + 4 m + 1M wHmL3 - 32 Hm - 1L2 m2 Hm + 1L wHmLM w¢HmL2 +

I-32 Hm - 1L m4 wHmL8 + 32 Hm - 1L m2 I2 m2 + 3 m - 1M wHmL6 - 32 Hm - 1L m Im3 + 6 m2 - 1M wHmL4 +

32 Hm - 1L m I3 m2 + 3 m - 2M wHmL2 - 32 Hm - 1L m H2 m - 1LM w¢HmLM w¢¢HmL �; wHmL � snHz È mL.
Zeros

All  Jacobi  functions  amHz È mL,  cdHz È mL,  cnHz È mL,  csHz È mL,  dcHz È mL,  dnHz È mL,  dsHz È mL,  ncHz È mL,  ndHz È mL,
nsHz È mL, scHz È mL, sdHz È mL, and snHz È mL are equal to zero in the points z � k KHmL + n ä KH1 - mL, where KHmL is
the complete elliptic integral of the first kind and k, n are even or odd integers:

amH2 s ä KH1 - mL È mL � 0 �; s Î Z
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cdHH2 r + 1L KHmL + 2 s ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

cnHH2 r + 2 s + 1L KHmL + 2 s ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

csHH2 r + 1L KHmL + 2 s ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

dcHH2 r + 1L KHmL + H2 s + 1L ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

dnHH2 r + 1L KHmL + H2 s + 1L ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

dsHH2 r + 1L KHmL + H2 s + 1L ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

ncH2 r KHmL + H2 s + 1L ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

ndH2 r KHmL + H2 s + 1L ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

nsH2 r KHmL + H2 s + 1L ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

scH2 r KHmL + 2 s ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

sdH2 r KHmL + 2 s ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z

snH2 r KHmL + 2 s ä KH1 - mL È mL � 0 �; 8r, s< Î Z.

Applications of Jacobi elliptic functions

Applications of Jacobi elliptic functions include conformal mappings, 

electrostatics and magnetostatics, fluid dynamics, mechanics of tops, 

nonlinear integrable equations, the Ising model of statistical mechanics, 

celestial mechanics, closed-form solutions for nonlinear Schr

ödinger equations, analysis of exactly solvable 

chaos-exhibiting sequences, solution of equations of motion for 

quartic potentials, and elliptic function theory.
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